
2019 年全国高中数学联赛一试答案 (A 卷)

一、 填空题：本大题共 8小题，每小题 8分，满分 64分.

1. 已知正实数 a满足 aa = (9a)
8a
，则 loga 3a的值为 ．

解析
9

16
．

容易知道 a 6= 1，故方程变为 a = (9a)
8
，a−7 = 316，取对数可得 log3a = − 7

16
．

故 log3aa = − 7

16
+ 1 =

9

16
．

2. 若实数集合 {1, 2, 3, x}的最大元素和最小元素之差等于该集合的所有元素之和，则 x

的值为 ．

解析 −3

2
．

容易得到集合中最小元素为 x，且 x < 0．

故 3− x = 1 + 2 + 3 + x，解得 x = −3

2
．

3. 平面直角坐标系中，−→e 是单位向量，向量 −→a 满足 −→a · −→e = 2，且 |−→a |2 6 5 |−→a + t−→e |
对任意实数 t成立，则 |−→a |的取值范围是 ．

解析

容易得到，整个题目的计算与 −→e 无关．
于是可设 −→e = (1, 0)，进而可设 −→a = (2, y)．

由 (−→a + t−→e ) = (2 + t, y)，

容易得到 |−→a + t−→e | > |y|．（等号成立当且仅当 t = −2）．

转化为 4 + y2 6 5 |y|．解得 |y| ∈ [1, 4]．

|−→a | =
√
4 + y2 ∈

[√
5, 2

√
5
]
.

4. 设 A,B 为椭圆 Γ的长轴顶点，E,F 为 Γ的两个焦点，|AB| = 4，|AF | = 2 +
√
3，P

为 Γ上一点，满足 |PE| · |PF | = 2，则4PEF 的面积为 ．

解析 1．

容易得到 a = 2，c =
√
3．

设 |PE| = p，|PF | = q．

由题意可知 pq = 2，p+ q = 4．

进而可以求得 p2 + q2 = 12 = 4c2．

于是 ∠P = 90◦．

4PEF 的面积等于
1

2
pq = 1．



5. 在 1, 2, 3, · · · , 10中随机选出一个数 a，在−1,−2,−3, · · · ,−10中随机选取一个数 b，则

a2 + b被 3整除的概率是 ．

解析
37

100
．

p =
3

10
· 3

10
+

7

10
· 4

10
=

37

100

6. 对任意区间 I，用MI 表示函数 y = sinx在 I 上的最大值．若正实数 a满足M[0,a] =

2M[a,2a]，则 a的值为 ．

解析 a =
5π

6
或

13π

12
．

容易得到 2a 6 13π

6
，即 a 6 13π

12
．

另一方面 a >
π

2
，故M[0,a] = 1，进而M[a,2a] =

1

2
．解得 a =

5π

6
或

13π

12
．

7. 如图，在正方体 ABCD − EFGH 的一个截面经过顶点 A,C 及棱 EF 上一点 K，且

将正方体分成体积比为 3 : 1的两部分，则
EK

KF
的值为 ．

解析

容易得到截面 ACK 的两部分含 B 的部分是一个棱台．

不妨设正方体的棱长为 1，设KF = x．

台体下底面积为
1

2
，上底为

1

2
x2．

V台 =
1

3
× 1×

(
1

2
+

x2

2
+

x

2

)
=

1

4
．

解得 x =

√
3− 1

2
．

故
EK

KF
=

3−
√
3√

3− 1
=

√
3．

8. 将 6个数 2, 0, 1, 9, 20, 19按任意次序排成一行，拼成一个 8位数（首位不为 0），则产

生的不同的 8位数的个数为 ．

解析 498．

容斥原理，首项为 0也算进去的总数为 A6
6 −

1

2
× 2A5

5 +
1

4
×A4

4 = 606，

首项为 0的所有情况为 A5
5 −

1

2
×A4

4 = 108．

606− 108 = 498．

二、 解答题：本大题共 3小题，满分 56分.解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤.其
中第 9题满分 16分，第 10、11题满分 20分.

9. 在 4ABC 中，BC = a,CA = b, AB = c．若 b 是 a 与 c 的等比中项，且 sinA 是
sin (B −A)与 sinC 的等差中项，求 cosB 的值．

解析

√
5− 1

2
．

罗列条件 b2 = ac，



2 sinA = sin (B −A) + sinC = sin (B −A) + sin (B +A) = 2 sinB cosA．

cosA =
a

b
=

b2 + c2 − a2

2bc
．

即 2ac = b2 + c2 − a2，由 b2 = ac

可得 c2 − ca− a2 = 0．于是
c

a
=

√
5 + 1

2
．

于是 b2 =

√
5 + 1

2
a2，c2 =

3 +
√
5

2
a2．

解得 cosB =
a2 + c2 − b2

2ac
=

√
5− 1

2
．

10. 在平面直角坐标系 xOy 中，圆 Ω与抛物线 Γ : y2 = 4x恰有一个公共点，且圆 Ω与 x

轴相切于 Γ的焦点 F．求圆 Γ的半径．

解析
4
√
3

9
．

设抛物线上的点为 A (x0, y0)，则该点处的切线为 y0y = 2 (x+ x0)，

其法向量 −→n = (2,−y0)

则线段 AF 的中垂线为 (x0 − 1)

(
x− x0 + 1

2

)
+ y0

(
y − y0

2

)
= 0．

其与 x = 1的交点为 Ω

(
1,

(x0 + 1)
2

2y0

)
．

向量
−→
AΩ =

(
1− x0,

(x0 + 1)
2

2y0
− y0

)
，

由
−→
AΩ与 −→n 共线解得 x0 =

1

3
，y0 = ± 2√

3
．

故 r =
(x0 + 1)

2

2 |y0|
=

4
√
3

9
．

11. 称一个复数列 {zn} 是” 有趣的”，若 |z1| = 1，且对任意正整数 n，均有 4z2n+1 +

2znzn+1+ z2n = 0．求最大的常数 C，使得对一切有趣的数列 {zn}及任意正整数m，均

有 |z1 + z2 + · · ·+ zm| > C．

解析

√
3

3
．

根据题意，有

zn+1 =
−1±

√
3i

4
zn ⇐⇒ zn+1 =

(
±2π

3
:
1

2

)
· zn.

记 q1 =

(
2π

3
:
1

2

)
，q2 =

(
−2π

3
:
1

2

)
．取 z1 = 1，且

zn+1 =

q1 · zn, 2 - n,

q2 · zn, 2 | n,



则

lim
m→+∞

(z1 + z2 + · · ·+ zm) = (0 : 1) +

(
2π

3
:
1

2
+

1

8
+ · · ·

)
+

(
−2π

3
:
1

4
+

1

16
+ · · ·

)
= (0 : 1) +

(
2π

3
:
2

3

)
+

(
−2π

3
:
1

3

)
=

1

2
+

√
3

6
i,

因此

lim
m→+∞

|z1 + z2 + · · ·+ zm| =
√
3

3
.

接下来证明 C =

√
3

3
符合题意．考虑

|zn + zn+1| = |zn| ·
∣∣∣∣1 + zn+1

zn

∣∣∣∣ = 1

2n−1
·
∣∣∣∣1 + (±2π

3
:
1

2

)∣∣∣∣ = √
3

2n
,

于是当m = 1时，有 |z1| = 1 >

√
3

3
；当m为偶数时，有

|z1 + z2 + · · ·+ zm| > |z1 + z2| − |z3 + z4| − · · · − |zm−1 + zm|

>

√
3

2
−

(√
3

8
+

√
3

32
+ · · ·

)

=

√
3

3
,

当m为不小于 3的奇数时，有

|z1 + z2 + · · ·+ zm| > |z1 + z2| − |z3 + z4| − · · · − |zm−2 + zm−1| − |zm|

>

√
3

2
−

(√
3

8
+

√
3

32
+ · · ·+

√
3

2m−2

)
− 1

2m

>

√
3

2
−

(√
3

8
+

√
3

32
+ · · ·+

√
3

2m−2
+

√
3

2m

)

>

√
3

3
,

综上所述，符合题意的最大常数为

√
3

3
．



2019 年全国高中数学联赛二试答案 (A 卷)

一、 如图，在锐角4ABC 中，M 是 BC 边的中点，点 P 在4ABCC 内，使得 AP 平分

∠BAC．直线MP 与4ABP，4ACP 的外接圆分别相交于不同于点 P 的两点 D,E．

证明：若 DE = MP，则 BC = 2BP．

解析

由于M 是中点，对4PBC 有
BP

CP
=

sin∠BPM

sin∠CPM
．

而对4BDP 由正弦定理有
BP

sin∠BDP
=

BD

sin∠BPD
．

同理也有
CE

sin∠CPE
=

CP

sin∠CEP
．

故由 ∠BDP = ∠BAP = ∠CAP = ∠CEP 有 BD = BP · sin∠BPD

sin∠BDP
= CP ·

sin∠CPM

sin∠BPM
· sin∠BPD

sin∠BDP
= CP · sin∠CPE

sin∠CEP
= CE

于是由 ∠BDP = ∠CEM 且有条件可知 DE = MP，我们有 4BDP ∼= 4CEM，即

BP = CM．故 BC = 2BP．

二、 设整数 a1, a2, · · · , a2019满足 1 = a1 6 a2 6 · · · 6 a2019 = 99．

记 f = (a21 + a22 + · · ·+ a22019)− (a1a3 + a2a4 + a3a5 + · · ·+ a2017a2019)．

求 f 的最小值 f0．并确定使 f = f0成立的数组 (a1, a2, · · · , a2019)的个数．

解析



f =
1

2

2017∑
i=1

(ai − ai+2)
2 +

a21
2

+
a22
2

+
a22018
2

+
a22019
2

> 1

2

2015∑
i=1

(ai − ai+2)
2 +

(a2016 − a2017)
2

2
+

(a2017 − a2019)
2

2
+

a22
2

+
a22017
2

+ 4901

(因为a2017 6 a2018)

> 1

2

2015∑
i=1

(ai+2 − ai) +
(a2017 − a2016)

2
+

(a2017 − a2019)
2

2
+

a22
2

+
a22017
2

+ 4901

(因为整数平方大于等于自己)

= a2017 −
a2
2

− 1

2
+

(a2017 − 99)2

2
+

a22
2

+
a22017
2

+ 4901

> a22017 − 98a2017 + 9801

> 7400

第一个不等号取等在于 (a2016 − a2018)
2 + a22018 = (a2016 − a2017)

2 + a22017，即我们有

a2018 = a2017．

第二个不等号取等在于 ai − ai+2 = 0或−1（1 6 i 6 2015）和 a2016 − a2017 = 0或−1．

第三个不等号取等在于 a22 = a2，也是 a2 = 1．

第四个不等号取等条件在于 a2017 =
98
2
= 49．

所以综上，f > 7400的取等条件是 a2 = 1，a2017 = a2018 = 49，而 a2 到 a2017 之间每

两个相邻的数的差为 0或 −1．

所以取等的组数等于 ai − ai−2（4 6 i 6 2017）和 a2017 − a2016中的 1的个数．

由于这些数可以分两组：

2, 4, 6, . . . , 2016, 2018

1, 3, 5, . . . , 2015, 2017

并由于 a1 = a2 = 1，a2017 = a2018 = 49，所以显然对每一个 i而言，ai−1和 ai+1总有

一个与 ai相等．

故我们设 ai = j（1 6 j 6 49）的解数为 bj + 1．

则 bj > 1，且 b1 + . . .+ b49 = 2018− 49 = 1969．

所以 (b1, . . . , b49)的解数为 C48
1968，即 (a3, . . . , a2016)的取法有 C48

1968种．

三、 设m为整数，|m| > 2．整数数列 a1, a2, . . .满足：a1, a2不全为零，且对任意正整数 n，

均有 an+2 = an+1 −man．

证明：若存在整数 r, s（r > s > 2）使得 ar = as = a1，则 r − s > |m|．

解析

首先我们不妨设 (a1, a2) = 1，不然整个数列每一项都除以一个 (a1, a2)可以得到同样

的结果和结论．



我们先证一个非常显然的引理．

引理：对任意 an，n > 3，我们都可以将 an 写成 an = kna2 + lna1，其中 m | kn − 1，

m | ln．
引理的证明：a3 = a2 −ma1，a4 = a3 −ma2 = (1−m)a2 −ma1．所以 n = 3, 4时显

然．若 n− 2和 n− 1时都成立的话，则

an = an−1 −man−2 = (kn−1 −mkn−2)a2 + (ln−1 −mln−2)a1所以还是显然．

所以在模 m 的时候我们总有 an ≡ a2 (mod m)，故 ar = as = a1 就表明了 a2 ≡ a1

(mod m)，由 (a1, a2) = 1可得 (a1,m) = 1．

那么
ar − as

m
=

r∑
i=s+1

ai − ai−1

m
=

r∑
i=s+1

ai−2 ≡ (r − s)a1 (mod m)

故m | (r − s)a1，所以m | r − s．于是 r − s > |m|．

四、 设 V 是空间中 2019个点构成的集合，其中任意四点不共面．某些点之间连有线段，记

E为这些线段构成的集合．试求最小的正整数 n，满足条件：若E至少有 n个元素，则

E 一定含有 908个二元子集，其中每个二元子集中的两条线段有公共端点，且任意两

个二元子集的交为空集．

解析

为了叙述方便，称一个图中的两条相邻的边构成一个“角”．

先证明一个引理：设 G = (V,E)是一个简单图，且 G是连通的，则 G含有 [ |E|
2
]个两

两无公共边的角（这里 [α]表示实数 α的整数部分）．

引理的证明：对 E的元素个数 |E|归纳证明．当 |E| = 0, 1, 2, 3时，结论显然成立．下

面假设 |E| > 4，并且结论在 |E|较小时均成立．
只需证明，在 G中可以选取两条边 a, b构成一个角，在 G中删去 a, b这两条边后，剩

下的图含有一个连通分支包含 |E| − 2条边．对这个连通分支应用归纳假设即得结论成

立．

考虑 G中的最长路 P : v1v2 . . . vk，其中 v1, v2, . . . , vk 是互不相同的顶点．因为 G连

通，故 k > 3．

情形 1：deg(v1) > 2．由于 P 是最长路，v1的邻点均在 v2, . . . , vk 中，设 v1vi ∈ E，其

中 3 6 i 6 k．则 {v1v2, v1vi}是一个角，在 E中删去这两条边．若 v1处还有第三条边，

则剩下的图是连通的：若 v1处仅有被删去的两条边，则 v1成为孤立点，其余顶点仍互

相连通．总之在剩下的图中有一个连通分支含有 |E| − 2条边．

情形 2：deg(v1) = 1，deg(v2) = 2．则 {v1v2, v2v3}是一个角，在 G中删去这两条边后，

v1, v2都成为孤立点，其余的点互相连通，因此有一个连通分支含有 |E| − 2条边．

情形 3：deg(v1) = 1，deg(v2) > 3，且 v2 与 v4, . . . , vk 中某个点相邻．则 {v1v2, v2v3}
是一个角，在 G中删去这两条边后，v1成为孤立点，其余点互相连通，因此有一个连

通分支含有 |E| − 2条边．

情形 4：deg(v1) = 1，deg(v2) > 3，且 v2 与某个 u /∈ {v1, v3, . . . , vk}相邻．由于 P 是



最长路，故 u的邻点均在 v2, . . . , vk 之中．因 {v1v2, v2u}是一个角，在 G中删去这两

条边，则 v1是孤立点，若 u处仅有边 uv2，则删去所述边后 u也是孤立点，而其余点

互相连通．若 u处还有其他边 uvi，3 6 i 6 k，则删去所述边后，除 v1 外其余点互相

连通，总之，剩下的图中有一个连通分支含有 |E| − 2条边．引理获证．

回到原题，题中的 V 和 E 可看作一个图 G = (V,E)．

首先证明 n > 2795．

设 V = {v1, v2, . . . , v2019}．在 v1, v2, . . . , v61 中，首先两两连边，再删去其中 15条边

（例如 v1v2, v1v3, . . . , v1v16），共连了 C2
61 − 15 = 1815条边，则这 61个点构成的图是连

通图．再将剩余的 2019 − 61 = 1958个点配成 979对，每对两点之间连一条边，则图

G中一共连了 1815 + 979 = 2794条线段．

由上述构造可见，G 中的任何一个角必须使用 v1, v2, . . . , v61 相连的边，因此至多有

[ 1815
2

] = 907个两两无公共边的角．故满足要求的 n不小于 2795．另一方面，若 |E| >
2795，可任意删去若干条边，只考虑 |E| = 2795的情形．设 G有 k个连通分支，分别

有m1, . . . ,mk 个点，及 e1, . . . , ek 条边．下面证明 e1, . . . , ek 中至多有 979个奇数．

反证法，假设 e1, . . . , ek 中有至少 980个奇数，由于 e1 + . . . + ek = 2795是奇数，故

e1, . . . , ek 中至少有 981 个奇数，故 k > 981．不妨设 e1, e2, . . . , e981 都是奇数，显然

m1,m2, . . . ,m981 > 2．令 m = m981 + . . . +mk > 2．则有 C2
mi

> ei（1 6 i 6 980），

C2
m > e981 + . . .+ ek，故

2795 =
k∑

i=1

ei 6 C2
m +

980∑
i=1

C2
mi

利用组合数的凸性，即对 x > y > 3，有C2
x+C2

y 6 C2
x+1+C2

y−1，可知当m1, . . . ,m980,m

由 980个 2以及一个 59构成时，C2
m +

∑980
i=1 C

2
mi
取得最大值．于是

C2
mi

+
980∑
i=1

C2
mi

6 C2
59 + 980C2

2 = 2691 < 2795

这与前式矛盾．

从而 e1, . . . , ek 中至多有 979个奇数．对每个连通分支应用引理，可知 G中含有 N 个

两两无公共边的角，其中

N =
k∑

i=1

[ei
2

]
> 1

2

(
k∑

i=1

ei − 979

)
=

1

2
(2795− 979) = 908

综上，所求最小的 n是 2795．


