
2017 年全国高中数学联赛一试答案 (A 卷)

一、 填空题：本大题共 8小题，每小题 8分，满分 64分.

1. 定义在 R上的函数 f(x)对任意实数 x有 f(x+ 3) · f(x− 4) = −1，又当 0 6 x < 7时，

f(x) = log2(9− x)，则 f(−100)的值为 ．

解析 −1

2
．

根据题意，有

f(x+ 7) = − 1

f(x)
,

进而可得

f(x+ 14) = f(x),

于是

f(−100) = f(−2) = − 1

f(5)
= − 1

log2(9− 5)
= −1

2
.

2. 若实数 x, y满足 x2 + 2 cos y = 1，则 x− cos y的取值范围是 ．

解析
[
−1,

√
3 + 1

]
．

根据题意，有

cos y =
1− x2

2
,

于是

x− cos y = x− 1− x2

2
=

1

2
x2 + x− 1

2
,

其中

−1 6 1− x2

2
6 1,

即 x的取值范围是
[
−
√
3,
√
3
]
．因此所求的代数式取值范围是

[
−1,

√
3 + 1

]
．

3. 在平面直角坐标系 xOy 中，椭圆 C 的方程为
x2

9
+

y2

10
= 1，F 为 C 的上焦点，A

为 C 的右顶点，P 是 C 上位于第一象限内的动点，则四边形 OAPF 的面积的最大值

为 ．



O x

y

F

P

A

解析
3
√
11

2
．

(1)设 P
(
3 cos θ,

√
10 sin θ

)
，θ ∈ (0, π)，则四边形 OAPF 的面积

S = S△OAP + S△OFP

=
1

2
· 3 ·

√
10 sin θ +

1

2
· 1 · 3 cos θ

=
3

2

(√
10 sin θ + cos θ

)
6 3

√
11

2
,

等号当 θ = arctan
1√
10
时取得．因此所求面积的最大值为

3
√
11

2
．

(2)作仿射变换 (x′, y′) =

(
x,

3√
10

y

)
，则 A′(3, 0)，F ′

(
0,

3√
10

)
，OP ′ = 3，且四边形

OAPF 的面积

OAPF =

√
10

3
·OA′P ′F ′

6
√
10

3
· 1
2
·OP ′ ·A′F ′

=

√
10

3
· 1
2
· 3 ·

√
32 +

(
3√
10

)2

=
3
√
11

2
,

等号当 OP ′ ⊥ A′F ′时取得，因此所求面积的最大值为
3
√
11

2
．

4. 若一个三位数中任意两个相邻数码的差均不超过 1，则称其为“平稳数”．平稳数的个

数是 ．

解析 75．

设平稳数为 abc．



情形 1: b = 0，此时 a = 1，c ∈ {0, 1}，有 1 · 2 = 2个平稳数．

情形 2: b = 1，此时 a ∈ {1, 2}，c ∈ {0, 1, 2}，有 2 · 3 = 6个平稳数．

情形 3: b = k，其中 k = 2, 3, · · · , 8，此时 a, c ∈ {k − 1, k, k+ 1}，有 7 · 3 · 3 = 63个平

稳数．

情形 4: b = 9，此时 a, c ∈ {8, 9}，有 2 · 2 = 4个平稳数．

综上所述，平稳数的个数为

2 + 6 + 63 + 4 = 75.

5. 正三棱锥 P − ABC 中，AB = 1, AP = 2，过 AB 的平面 α将其体积平分，则棱 PC

与平面 α所成角的余弦值为 ．

解析
3
√
5

10
．

根据题意，平面 α与棱 PC 交于 PC 的中点M，设 N 为 AB 的中点，如图．

A

B

C

M

N

P

由平行四边形的性质可得

AM2 =
1

2

(
AP 2 +AC2

)
− 1

4
PC2 =

3

2
,

进而

MN =

√
AM2 −

(
1

2
AB

)2

=

√
5

2
.

由于 CN 过底面中心，因此平面 PNC 包含过 P 的底面垂线，因此 PC 在平面 α内的

投影为MN，于是

cos〈PC,MN〉 =
∣∣∣∣MN2 +MC2 − CN2

2 ·MN ·MC

∣∣∣∣ = 3
√
5

10
.

6. 在平面直角坐标系 xOy中，点集K = {(x, y) | x, y = −1, 0, 1}．在K 中随机取出三个

点，则这三点中存在两点之间距离为
√
5的概率为 ．

解析
4

7
．

如图，点集K = {O,P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7, P8}．



O P1

P2P3P4

P5

P6 P7 P8

x

y

记 Pk = Pk−8，k > 9，则

PiPi+3 =
√
5, i = 1, 2, · · · , 8.

选其中的一对点，然后再从剩下的 7个点中选一个，共有 56种选法．其中形如

{Pi, Pi+3, Pi+6}, i = 1, 2, · · · , 8

的三点组被计算了 2次，因此满足条件的三点组共有 56− 8 = 48个，所求的概率为

48

C3
9

=
48

84
=

4

7
.

7. 在4ABC 中，M 是边 BC 的中点，N 是线段 BM 的中点．若 A =
π

3
，4ABC 的面

积为
√
3，则

−−→
AM ·

−−→
AN 的最小值为 ．

B C

A

N M

解析
√
3 + 1．

记 AB = c，AC = a，则根据题意

S△ABC =
1

2
· sinA · bc =

√
3

4
bc =

√
3,



于是 bc = 4．因此

−−→
AM ·

−−→
AN =

(
1

2

−−→
AB +

1

2

−→
AC

)
·
(
3

4

−−→
AB +

1

4

−→
AC

)
=

1

8

(
3AB2 +AC2 + 4

−−→
AB ·

−→
AC
)

=
1

8

(
3c2 + b2 + 2bc

)
> 1

8

(
2
√
3 + 2

)
bc

=
√
3 + 1,

等号当 b =
√
3c时取得，因此所求的最小值为

√
3 + 1．

8. 设两个严格递增的正整数数列 {an}, {bn}满足：a10 = b10 < 2017，对任意正整数 n，有

an+2 = an+1 + an，bn+1 = 2bn，则 a1 + b1的所有可能值为 ．

解析 13, 20．

考虑到 210 = 1024，而

b10 = 29 · b1,

于是 b1 = 1, 2, 3，对应的 b10 = 512, 1024, 1536．而

a10 = a9 + a8 = 2a8 + a7 = · · · = 34a2 + 21a1,

因此

21a1 ≡ 2b1 (mod 34),

注意到

a1 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34

21a1 (mod 34) 8 16 24 32 6 14 22 30 4 12 20 28 2 10 18 26 0

于是 (a1, b1, a2) = (10, 3, 39), (18, 2, 19)．因此所有可能的 a1 + b1的值为 13和 20．

二、 解答题：本大题共 3小题，满分 56分.解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤.其
中第 9题满分 16分，第 10、11题满分 20分.

9. 设 k,m为实数，不等式 |x2 − kx−m| 6 1对所有 x ∈ [a, b]成立．证明：b− a 6 2
√
2．

解析

解法一:
根据题意，有

∀x ∈ [a, b], x2 − 1 6 kx+m 6 x2 + 1.

如图，考虑直线 y = kx+m截图中阴影部分得到的线段在 x轴上的投影长度．不妨设

k > 0．分别记

∆1 = k2 + 4m− 4,∆2 = k2 + 4m+ 4.



O x

y

相切

相交

情形 1: 直线 y = kx+m与抛物线 y = x2 + 1相交，即 ∆1 > 0．且有

b− a 6
∣∣∣∣k +

√
∆2

2
− k +

√
∆1

2

∣∣∣∣
=

1

2

∣∣∣√k2 + 4m+ 4−
√
k2 + 4m− 4

∣∣∣
=

4√
k2 + 4m+ 4 +

√
k2 + 4m− 4

<
4√

8 +
√
0

=
√
2.

情形 2:直线 y = kx +m与抛物线 y = x2 + 1相离且与抛物线 y = x2 − 1相交，此时

将直线 y = kx+m向上平移，直至与抛物线 y = x2 +1相切可以使得线段投影长度增

大，因此此时无法取得最大值．

情形 3: 直线 y = kx+m与抛物线 y = x2 + 1相切，即 ∆1 = 0．此时

b− a 6 2
√
∆2

2
= 2

√
2.

综上所述，原命题得证．解法二:
根据题意，有 

|b2 − kb−m| 6 1,

|a2 − ka−m| 6 1,∣∣∣∣∣
(
b+ a

2

)2

− k · b+ a

2
−m

∣∣∣∣∣ 6 1,

于是

(b− a)2 6 2
∣∣b2 − kb−m

∣∣+ 2
∣∣a2 − ka−m

∣∣+ 4

∣∣∣∣∣
(
b+ a

2

)2

− k · b+ a

2
−m

∣∣∣∣∣ 6 8,

于是原命题得证．



10. 设 x1, x2, x3是非负实数，满足 x1 + x2 + x3 = 1，求 (x1 + 3x2 + 5x3)
(
x1 +

x2

3
+

x3

5

)
的最小值和最大值．

解析 最小值为 1，最大值为
9

5
．

解法一:
设题中代数式为M，则

M = x2
1 + x2

2 + x2
3 +

10

3
x1x2 +

34

15
x2x3 +

26

5
x3x1

= (x1 + x2 + x3)
2 +

4

15
(5x1x2 + x2x3 + 12x3x1)

= 1 +
4

15
(5x1x2 + x2x3 + 12x3x1).

一方面，有

5x1x2 + x2x3 + 12x3x1 > 0,

等号当 (x1, x2, x3) = (1, 0, 0)时取得，因此M 的最小值为 1．

另一方面，有

5x1x2 + x2x3 + 12x3x1 6 6x1x2 + 6x2x3 + 6x3x1 + 3x2
3 + 3x2

1

6 3 (x1 + x2 + x3)
2

= 3,

等号当 (x1, x2, x3) =

(
1

2
, 0,

1

2

)
时取得，因此M 的最大值为

9

5
．

解法二:
设题中代数式为M，则

M = x2
1 + x2

2 + x2
3 +

10

3
x1x2 +

34

15
x2x3 +

26

5
x3x1 > (x1 + x2 + x3)

2
= 1,

等号当 (x1, x2, x3) = (1, 0, 0)时取得，因此M 的最小值为 1．

另一方面，有

5M = (x1 + 3x2 + 5x3)

(
5x1 +

5

3
x2 + x3

)
6
(
3x1 +

7

3
x2 + 3x3

)2

6 (3x1 + 3x2 + 3x3)
2
,

等号当 (x1, x2, x3) =

(
1

2
, 0,

1

2

)
时取得，因此M 的最大值为

9

5
．

11. 设复数 z1, z2满足 Re(z1) > 0,Re(z2) > 0，且 Re(z21) = Re(z22) = 2，其中 Re(z)表示复
数 z的实部．

（1）求 Re(z1z2)的最小值；
（2）求 |z1 + 2|+ |z2 + 2| − |z1 − z2|的最小值．



解析 （1）2；

（2）4
√
2．

(1)设 zk = xk + iyk，k = 1, 2．根据题意，有 x1, x2 > 0，且

x2
1 − y21 = x2

2 − y22 = 2.

于是 P1(x1, y2)和 P2(x2, y2)都是双曲线 H : x2 − y2 = 2右支上的点．而

Re(z1z2) = x1x2 − y1y2

=
√

y21 + 2 ·
√
y22 + 2− y1y2

=
√
y21y

2
2 + 2y21 + 2y22 + 4− y1y2

>
√
y21y

2
2 + 4y1y2 + 4− y1y2

= |y1y2 + 2| − y1y2

> 2,

等号当 y1 = y2时取得．因此所求的最小值为 2．

(2)由共轭复数的性质，有

m = |z1 + 2|+ |z2 + 2| − |z1 − z2| = |z1 − (−2)|+ |z2 − (−2)| − |z1 − z2| ,

记 F1(−2, 0)，F2(2, 0)为双曲线 H 的左、右焦点，P ′
2 为 P2 关于 x轴的对称点（该点

仍然在双曲线 H 上），于是

m = |P1F1|+ |P ′
2F1| − |P1P

′
2| = 2

√
2 + |P1F2|+ 2

√
2 + |P ′

2F2| − |P1P
′
2| > 4

√
2,

等号当 F2在线段 P1P
′
2时取得．因此所求的最小值为 4

√
2．



2017 年全国高中数学联赛二试答案 (A 卷)

一、 如图，在4ABC 中，AB = AC，I 为4ABC 的内心．以 A为圆心，AB为半径作圆

Γ1，以 I 为圆心，IB为半径作圆 Γ2，过点 B, I 的圆 Γ3与 Γ1, Γ2分别交于点 P,Q（不

同于点 B）．设 IP 与 BQ交于点 R．证明：BR ⊥ CR．

A

B C

I

P

Q R

解析

如图，连接 IB, IC, IQ, PB, PC．

A

B C

I

P

Q R

由于点 Q在圆 Γ2上，故 IB = IQ，所以

∠IBQ = ∠IQB.

又 B, I, P,Q四点共圆，所以 ∠IQB = ∠IPB，于是 ∠IBQ = ∠IPB，故 4IBP 与



4IRB 相似，从而有 ∠IRB = ∠IBP，且

IB

IR
=

IP

IB
,

注意到 AB = AC，且 I 为4ABC 的内心，故 IB = IC，所以

IC

IR
=

IP

IC
,

于是4ICP 与4IRC 相似，故

∠IRC = ∠ICP.

又点 P 在圆 Γ1的弧 BC 上，故

∠BPC = 180◦ − 1

2
∠A,

因此

∠BRC = ∠IRB + ∠IRC

= ∠IBP + ∠ICP

= 360◦ −
(
90◦ +

1

2
∠A
)
−
(
180◦ − 1

2
∠A
)

= 90◦,

故 BR ⊥ CR．

二、 设数列 {an}定义为 a1 = 1，

an+1 =

an + n, an 6 n,

an − n, an > n,
n = 1, 2, · · · .

求满足 ar < r 6 32017的正整数 r的个数．

解析
32017 − 2019

2
．

先计算数列的前几项：

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

an 1 2 4 1 5 10 4 11 3 12 2 13 1 14 28 13

= = > < = > < > < > < > < = > <

归纳出

引理: 若 ar = r，则对 k = 1, 2, · · · , r − 1，有

ar+2k−1 = 2r + k − 1 > r + 2k − 1,

ar+2k = r − k < r + 2k.



对 k进行归纳证明．

归纳基础: 当 k = 1时，由于 ar = r 6 r，根据定义，有

ar+1 = ar + r = 2r > r + 1,

ar+2 = ar+1 − (r + 1) = r − 1 < r + 2,

命题成立．

推理证明: 假设对某个 k（1 6 k < r − 1）成立，则由定义

ar+2k+1 = ar+2k + (r + 2k) = 2r + k > r + 2k + 1,

ar+2k+2 = ar+2k+1 − (r + 2k + 1) = r − k − 1 < r + 2k + 2,

于是命题对 k + 1也成立．

综上所述，引理得证．

根据引理，将所有满足 ar = r的正整数 r从小到大排列为

r1, r2, · · · , rn, · · · ,

则有

rn+1 = 3rn − 1, n = 1, 2, · · · .

利用不动点法容易求得

rn =
1

2
· 3n−1 +

1

2
, n ∈ N∗.

由于

r2018 =
32017 + 1

2
< 32017 <

32018 + 1

2
= r2019,

于是不超过 32017的正整数被如下分段

r1, r2, · · · , r3, · · · , r4, · · · , · · · , · · · , r2017, · · · , r2018, · · · , 32017,

其中在 rk 和 rk+1之间的数恰有一半满足 ar < r，在 r2018（这是一个偶数）到 32017中

所有的偶数 r均满足 ar < r，所有奇数 r均满足 ar > r．因此满足条件的正整数 r的

个数为
1

2

(
32017 − 2018− 1

)
=

32017 − 2019

2
.

三、 将 33 × 33方格纸中每个小方格染三种颜色之一，使得每种颜色的小方格的个数相等．

若相邻两个小方格的颜色不同，则称它们的公共边为“分隔边”．试求分隔边条数的最

小值．

解析 56．

如图，分隔边的条数 L = 56．



11

11

11

11

11

11

33

16 17

17 16

下面证明 L > 56．将方格纸的行从上至下依次记为 A1, A2, · · · , A33，列从左至右依次

记为B1, B2, · · · , B33．行Ai中方格出现的颜色数记为 n(Ai)，列Bi中方格出现的颜色

数记为 n(Bi)，三种颜色分别记为 c1, c2, c3，对于一种颜色 cj，设 n(cj)是含有 cj色方格

的行数与列数之和．若 Ai行中含有 cj 色的方格，则记 δ(Ai, cj)为 1，否则记 δ(Ai, cj)

为 0．类似的定义 δ(Bi, cj)，于是

33∑
i=1

(n(Ai) + n(Bi)) =
33∑
i=1

3∑
j=1

(δ(Ai, cj) + δ(Bi, cj))

=
3∑

j=1

33∑
i=1

(δ(Ai, cj) + δ(Bj , cj))

=
3∑

j=1

n(cj),

由于染 cj 色的方格数为
1

3
· 332 = 363,

设含有 cj 色方格的行有 a个，列有 b个，则 cj 色方格一定在这 a行和 b列的交叉方格

中，因此

ab > 363,

从而

n(cj) = a+ b > 2
√
ab > 2

√
363 > 38,

故

n(cj) > 39, j = 1, 2, 3.



由于在行 Ai中有 n(Ai)种颜色的方格，因此至少有 n(Ai)− 1条分割边，同理在列 Bi

中，至少有 n(Bi)− 1条分割边，于是

L >
33∑
i=1

(n(Ai)− 1) +
33∑
i=1

(n(Bi)− 1)

=

33∑
i=1

(n(Ai) + n(Bi))− 66

=
3∑

j=1

n(cj)− 66.

下面分两种情形讨论．

情形 1: 有一行或一列全部方格同色．不妨设有一行全部为 c1 色，从而方格纸的 33列

中均含有 c1色的方格，由于 c1色方格有 363个，故至少有 11行中含有 c1色方格，于

是

n(c1) > 11 + 33 = 44,

于是

L > n(c1) + n(c2) + n(c3)− 66 > 44 + 39 + 39− 66 = 56.

情形 2: 没有一行也没有一列的全部方格同色，则对任意 1 6 i 6 33，具有 n(Ai) > 2，

n(Bi) > 2，从而可得

L >
33∑
i=1

(n(Ai) + n(Bi))− 66 > 33 · 4− 66 = 66.

综上所述，分隔边条数的最小值为 56．

四、 设 m,n均是大于 1的整数，m > n．a1, a2, · · · , an 是 n个不超过 m的互不相同的正

整数，且 a1, a2, · · · , an 互素．证明：对任意实数 x，均存在一个 i(1 6 i 6 n)，使得

||aix|| >
2

m(m+ 1)
||x||，这里 ||y||表示实数 y到与它最近的整数的距离．

解析

首先证明以下两个结论．

结论一:存在整数 c1, c2, · · · , cn，满足

c1a1 + c2a2 + · · ·+ cnan = 1,

并且 |ci| 6 m，1 6 i 6 n．

证明: 由于 (a1, a2, · · · , an) = 1，由裴蜀定理，存在正整数 c1, c2, · · · , cn满足

c1a1 + c2a2 + · · ·+ cnan = 1.



下面证明，通过调整，存在一组 c1, c2, · · · , cn满足上式，且绝对值均不超过m．记

S1 = S1(c1, c2, · · · , cn) =
∑
ci>m

ci > 0,

S2 = S2(c1, c2, · · · , cn) =
∑

ci<−m

|ci| > 0,

如果 S1 > 0，那么存在 ci > m > 1，于是 ciai > 1，又因为 a1, a2, · · · , an均为正数，故
由上式可知存在 cj < 0．令(

c′i, c
′
j , c

′
k

)
= (ci − aj , cj + ai, ck) ,

其中 1 6 k 6 n，k 6= i, j，则

c′1a1 + c′2a2 + · · ·+ c′nan = 1,

并且

0 6 m− aj < c′i < ci, cj < c′j < ai 6 m,

因为 c′i < ci，且 c′j < m，所以

S1 (c
′
1, c

′
2, · · · , c′n) < S1 (c1, c2, · · · , cn) .

又 c′j > cj 及 c′i > 0，故

S2 (c
′
1, c

′
2, · · · , c′n) 6 S2 (c1, c2, · · · , cn) .

如果 S2 > 0，那么存在 cj < −m，因此有一个 ci > 0．令(
c′i, c

′
j , c

′
k

)
= (ci − aj , cj + ai, ck) ,

其中 1 6 k 6 n，k 6= i, j，那么

c′1a1 + c′2a2 + · · ·+ c′nan = 1

成立，并且

−m < c′i < ci, cj < c′j < 0.

与上面类似地可知

S1 (c
′
1, c

′
2, · · · , c′n) 6 S1 (c1, c2, · · · , cn) ,

且

S2 (c
′
1, c

′
2, · · · , c′n) < S2 (c1, c2, · · · , cn) .

因为 S1, S2均为非负整数，故通过有限次上述的调整，可得到一组 c1, c2, · · · , cn使得

c1a1 + c2a2 + · · ·+ cnan = 1,



并且 |ci| 6 m，1 6 i 6 n．且 S1 = S2 = 0，结论一获证．

结论二:对任意实数 a, b，均有

||a+ b|| 6 ||a||+ ||b||.

对任意整数 u和实数 y，均有

||uy|| 6 |u| · ||y||.

证明: 由于对任意整数 u和实数 x，有

||x+ u|| = ||x||,

故不妨设 a, b ∈
[
−1

2
,
1

2

]
，此时

||a|| = |a|, ||b|| = |b|.

因为 ||x|| 6 |x|，所以

||a+ b|| 6 |a+ b| 6 |a|+ |b| = ||a||+ ||b||,

多次使用该结论有 ||uy|| 6 |u| · ||y||，于是结论二获证．
回到原题:由结论一，存在整数 c1, c2, · · · , cn，使得

c1a1 + c2a2 + · · ·+ cnan = 1,

并且 |ci| 6 m，1 6 i 6 n，于是

n∑
i=1

ciaix = x.

利用结论二得

||x|| =
∣∣∣∣∣∣ n∑

i=1

ciaix
∣∣∣∣∣∣

6
n∑

i=1

||ci| · ||aix||)

6 m
n∑

i=1

||aix||

6 mn · max
16i6n

||aix||,

因此

max
16i6n

||aix|| >
1

mn
||x||.



若 n 6 1

2
(m+ 1)，则

max
16i6n

||aix|| >
||x||
mn

> 2||x||
m(m+ 1)

.

若 n >
1

2
(m+ 1)，则在 a1, a2, · · · , an中存在两个相邻正整数，不妨设 a1, a2相邻，则

||x|| = ||a2x− a1x|| 6 ||a2x||+ ||a1x||,

故

max {||a1x||, ||a2x||} > ||x||
2

> 2||x||
m(m+ 1)

.

综上所述，总存在一个 i（1 6 i 6 n），满足

||aix|| >
2

m(m+ 1)
||x||,

命题得证．


