
 

 

2015 年全国高中数学联赛一试试题参考答案 

一、填空题（本大题共 8小题，每小题 8分，共 64分） 

1.设 ,a b 为不相等的实数,若二次函数 2( )f x x ax b= + + 满足 ( ) ( )f a f b= ,则 (2)f 的值是            .[来

源:Z_xx_k.Com] 

【答案】4 

【解析】由已知条件及二次函数图象的轴对称性，可得
2 2

a b a+
= − ，即2 0a b+ = ，所以 

(2) 4 2 4f a b= + + =  

2.若实数 满足cos tan = ,则 41
cos

sin



+ 的值为           . 

【答案】2 

【解析】由条件知，
2cos sin = ，反复利用此结论，并注意到

2 2cos sin 1 + = ，得 

2 2
4 2 2 21 cos sin

cos sin (1 sin ) (1 cos ) 2 sin cos 2
sin sin

 
     

 

+
+ = + = + + − = + − =  

3.已知复数数列{ }nz 满足 1 11, 1 ( 1,2, )n nz z z ni n+= = + + = ,其中 i 为虚数单位, nz 表示 nz 的共轭复数,则 

2015z 的值是           . 

【答案】2015+1007i 

【解析】由已知得，对一切正整数 n,有
2 1 1 ( 1) 1 ( 1) 2n n n nz z n i z ni n i z i+ += + + + = + + + + = + +  

于是 2015 1 1007(2 ) 2015 1007z z i i= + + = +   

4.在矩形 ABCD中, 2, 1AB AD= = ,边DC 上(包括点 , )D C 的动点 P 与CB延长线上(包括点 )B 的动点 

Q 满足 | | | |DP BQ= ,则向量 PA 与向量PQ的数量积PA PQ 的最小值为      . 

【答案】
3

4
 

 
2 21 3 3

(2 ) ( 1) ( 1) 1 ( )
2 4 4

PA PQ t t t t t t = −  − + −  − − = − + = − +   



 

当 t=
1

2
时， min

3
( )

4
PA PQ =  

5.在正方体中随机取三条棱,它们两两异面的概率为              . 

【答案】
2

55
 

【解析】设正方体为 ABCD-EF GH，它共有 12 条棱，从中任意选出 3 条棱的方法共有 3

12C =220 种. 

下面考虑使3 条棱两两异面的取法数，由于正方体的棱共确定 3 个互不平行的方向（即 AB、AD、AE 的方

向），具有相同方向的 4 条棱两两共面，因此取出的 3 条棱必属于 3 个不同的方向.可先取定 AB 方向的棱，

这有 4 种取法.不妨设取的棱就是 AB，则 AD 方向只能取棱 EH 或棱 FG，共 2 种可能，当 AD 方向取棱是

EH 或 FG 时，AE 方向取棱分别只能是 CG 或 DH. 

由上可知，3 条棱两两异面的取法数为 4×2=8，故所求的概率为
8 2

220 55
= .  

6.在平面直角坐标系 xOy 中,点集 {( , ) | (| | | 3 | 6)(| 3 | | | 6) 0}K x y x y x y= + − + −  所对应的平面区域的面 

积为             . 

【答案】24 

 

 



 

7.设为正实数,若存在 , ( 2 )a b a b    ,使得sin sin 2a b + = ,则实数的取值范围是             

【答案】
9 5 13

[ , ] [ , )
4 2 4

w +  

【解析】由 sin sin 2wa wb+ = 知 sin sin 1wa wb= = ，而[ , ] [ , 2 ],wa wb w w  故题目条件等价于：存

在整数 ( )k l k l， ，使得 2 2 2 .
2 2

w k l w
 

    +  +       ⑴[来源:学科网 ZXXK] 

当 4w 时,区间[ , 2 ]w w  的长度不小于4 ,故必存在k,l满足(1)式. 

当0 4w  时，注意到[ , 2 ] 0,8w w  （ ），故仅需考虑如下几种情况: 

5
) 2 ,

2 2
i w w

 
   （ 此时

1 5
,

2 4
w w 且 无解； 

5 9
) 2 ,

2 2
ii w w

 
   （ 此时有

9 5
;

4 2
w   

9 13
( ) 2

2 2
iii w w

 
    ，此时有

13 9 13
, 4

4 2 4
w w   得 . 

综合 ) ( ) ( ),i ii iii（ 、 、 并注意到 4w 亦满足条件，可知
9 5 13

[ , ] [ , )
4 2 4

w + .  

8.对四位数 (1 9,0 , , 9)abcd a b c d    ,若 , ,a b b c c d   ,则称abcd 为P 类数,若 

 , ,a b b c c d   ,则称 abcd 为 Q 类数 ,用 ( )N P 与 ( )N Q 分别表示 P 类数与 Q 类数的个数 ,则 

( ) ( )N P N Q− 的值为     

【答案】285 

下面计算 0| |:A 对任一四位数 00 ,abc A b 可取0,1 9  ， ，，对其中每个 b， 

由 9b a  及 9b c  知，a 和 c 分别有 9-b 种取法，从而 

9 9
2 2

0

0 1

9 10 19
| |= (9 ) 285.

6b k

b k
= =

 
− = = = A 因此 ( ) ( ) 285.N P N Q− =  



 

二、解答题（本大题共 3个小题，共 56分.解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤.） 

9. （本题满分 16分）若实数 , ,a b c 满足2 4 2 ,4 2 4a b c a b c+ = + = ,求c的最小值.  

【解析】将2 ,2 ,2a b c分别记为 , ,x y z ，则 , , 0x y z   

由条件知， 2 2 2, ,x y z x y z+ = + = 故  2 2 2 2 2 2 4( ) 2z y x z y z y z y− = = − = − +  

因此，结合均值不等式可得， 

4
2 2 3

3
2

1 1 1 1 1 1 3
(2 ) 3 2 2

2 4 4 4

y y
y y

y y y y y

+
= + +     =z=  

当 2 1
2 =y

y
，即

3

1

2
y = 时，z 的最小值为 33

2
4

.此时相应的 x 值为 31
2

4
，符合要求.[来源:学科网] 

由于 2 ,zc=log 故 c 的最小值为 3

2 2

3 5
log ( 2) log 3 .

4 3
= −  

10.(本题满分 20 分)设 1 2 3 4, , ,a a a a 是四个有理数,使得{ |1 4}i ja a i j   ,
3 1

{ 24, 2, , ,1,3}
2 8

= − − − −  

求 1 2 3 4a a a a+ + + 的值. 

 
2

2 3 1 4 12

1

1 3
{ , } { , 24 } { 2, },

8 2
a a a a a

a
= − − = − −   

结合 1 ,a Q 只可能 1

1
.

4
a =   

由此易知， 1 2 3 4

1 1
, 4, 6

4 2
a a a= = − = = −，a 或者 1 2 3 4

1 1
, 4, 6

4 2
a a a= − = = − =，a . 

经检验知这两组解均满足问题的条件，故 1 2 3 4

9
.

4
a a a+ + = +a  

 



 

11.(本题满分 20分)在平面直角坐标系 xOy 中, 1 2,F F 分别是椭圆
2

2 1
2

x
y+ = 的左,右焦点,设不经过焦点 1F 的

直线 l 与椭圆C 交于两个不同的点 ,A B ,焦点 2F 到直线 l 的距离为 d .如果直线 1 1, ,AF l BF 的斜率成等差数

列,求d 的取值范围. 

 2 2 2 2 2= 4 ) 4(2 1)(2 2) 8(2 1 ) 0km k m k m − + − = + − （ ，   即 2 22 1 . (2)k m+   

由直线
1 1AF l BF、、 的斜率 1 2

1 21 1

y y
k

x x+ +
、 、 依次成等差数列知, 

1 2
1 1 2 2

1 2

+ 2 , ,
1 1

y y
k y kx m y kx m

x x
= = + = +

+ +
又 ， 

所以 1 2 2 1 1 2)( 1) )( 1) 2 ( 1)( 1).kx m x kx m x k x x+ + + + + = + +（ （  

化简并整理得， 1 2)( 2) 0m k x x− + + =（  

假如 m=k，则直线 L 的方程为 y=kx+k,即 l 经过点 1 1,0F（- ），不符合条件.[来源:学§科§网] 

因此必有 1 2 2=0x x+ + ，故由方程（1）及韦达定理知， 

1 22

4 1
( ) 2, . (3)

2 1 2

km
x x m k

k k
= − + = = +

+
即  

由
2 2 21

2 3 2 1 =
2

k m k
k

+  +（ ）、（）知， （ ），化简得
2

2

1
,

4
k

k
 这等价于

2
| |

2
k  . 

反之当 m,k 满足（3）及
2

| |
2

k  时，l 必不经过点 1F （否则将导致 ,m k= 与（3）矛盾）， 



 

 
21 3 1 3

( ) ( ). (4)
2 2 2

t
t

t t
 + =  +d=   

考虑到函数
1 3

( ) ( )
2

f t t
t

=  + 在[1, 3]上单调递减，故由（4）得， ( 3) (1),f d f  即 ( 3,2)d . 

 

2015 年全国高中数学联赛二试试题参考答案 

一．（本题满分 40分）设 1 2, , , ( 2)na a a n  是实数,证明:可以连取 1 2, , , {1, 1}n    − 使得 

 
2 2 2

1 1 1

( ) ( ) ( 1)( )
n n n

i i i i

i i i

a a n a
= = =

+  +  
 

【证明】我们证明： 

[ ] 2
2

2 2

1 1 1
[ ] 1
2

( ) ( ) ( 1)( ) (1)

n

n n n

i i j i
ni i i

j

a a a n a
= = =

= +

+ −  +     

1, ,[ ], 1; [ ] 1, , , 1
2 2

i i

n n
i i n =  = = +  = −即对 取 对 取 符合要求， 

[ ] .)x x（这里， 表示实数 的整数部分  

1事实上，（）的左边为

[ ] [ ]2 2
2 2

1 1
[ ] 1 [ ] 1
2 2

( + ) +( )

n n

n n

i j i j
n ni i

j j

a a a a
= =

= + = +

−     

[ ] 2
2

2

1
[ ] 1

2

=2( +2 )

n

n

i j
ni

j

a a
=

= +

 ） （

[ ]
2

2 2

1
[ ] 1
2

2[ ]( [ ]) )(
2 2

n

n

i j
ni

j

n n
a a

=
= +

  ）+2(n- （ 柯西不等式）[来源:学.科.网] 



 

[ ]
2

2 2

1
[ ] 1
2

+ +
=2[ ]( + ]) )( [ ] ])

2 2 2 2

n

n

i j
ni

j

n n
a a n

=
= +

− = 
n 1 n 1

）2([ （ 利用 [  z 学科 xx 网k 

[ ]
2

2 2

1
[ ] 1
2

( )( [ ]

n

n

i j
ni

j

n a a x x
=

= +

  ）+(n+1)（ 利用 ）

[ ]
2

2

1

n+1 ( 1 .

n

i

i

a
=

 （ ） ），所以（）得证，从而本题得证  

二、(本题满分 40 分)设
1 2{ , , , }nS A A A= ,其中

1 2, , , nA A A 是n个互不相同的有限集合 ( 2)n  ,满足对任

意 ,i jA A S ,均有
i jA A S ,若

1
min | | 2i

i n
k A

 
=  ,证明:存在

1

n

i
i

x A
=

 ,使得 x 属于 1 2, , , nA A A 中的至少

n

k
个集合(这里 | |X 表示有限集合 X 的元素个数) 

 

1 1 2 1 2 1 2={ , }. , ,k n sA A A A A A A B B B  设 ， ， 在 ， ， 中除去 ， ， ， 

1 2 , tC C C n s t − −， ， 后，在剩下的 个集合中，设包含  

i k), n-s-tia x  的集合有 个（1 由于剩下的 个集合中  

1 iA a每个集合与 的交非空，即包含某个 ，从而 1 2+ .kx x x n s t++  − −  

1 1
1
max , ,i

i k

n s t
x x x n s t

k 

− −
=  − −不妨设 则由上式知 即在剩下的 个集合中， 

1 1 1 2( 1, , ), ,i t

n s t
A C i t C C C

k

− −
 =  包含a的集合至少有 个，又由于 故 ， ， 都  

1 1,a a包含 因此包含 的集合个数至少为  

( 1)
+ ( 2)

n s t n s k t n s t
t k

k k k

− − − + − − +
=  利用 ( )

n
t s

k
 利用  

三、(本题满分 50 分)如图, ABC 内接于圆 ,O P 为 BC 上一点,点K 在线段 AP 上,使得BK 平分 ABC ,过

, ,K P C 三点的圆与边 AC 交于点 D ,连结 BD 交圆于点 E ,连结 PE 并延长与边 AB 交于点 F ,证



 

明: 2ABC FCB =   

 

  

四、(本题满分 50 分)求具有下述性质的所有正整数 k :对任意正整数
( 1) 1,2 k nn − +

不整除
( )!

!

kn

n
. 

【解析】对正整数 m,设 2 ( )v m 表示正整数 m 的标准分解中素因子 2 的方幂，则熟知 

2( !) ( ), (1)v m m s m= −   

( ) .s m m这里 表示正整数 在二进制表示下的数码之和  

1) 1

2

)! )!
2 ( ) ( 1) ,

! !

k n kn kn
v k n

n n

− +  −（ （ （
由于 不整除 等价于 即  



 

2 2(( )!) ( !), 1kn v kn n v n−  − 进而由（）知，本题等价于 

求所有正整数k,使得s(kn) s(n)对任意正整数n成立. 

( 0,1,2, ).a a = 我们证明，所有符号条件的k为2  

(2 ) ( )aS n S n n=一方面，由于 对任意正整数 成立，故 2 .ak = 符合条件  

2 2 , 0, 1 .ak k q a q=  另一方面，若 不是 的方幂，设 是大于的奇数  

) ( ). )= 2 ) ( ),an S kn S n S kn S qn S qn =下面构造一个正整数 ，使得（ 因为（ （  

, ) ( ).
m

q m S m S
q

因此问题等价于我们选取 的一个倍数 使得（   

 

2 1 2 1
0 2 ,

u u
u u

q q

− −
 由于 故正整数 的二进制表示中的最高次幂小于 ，由此  

2 1 2 1
(0 1), 2 2t t

u u
lu ju

i j i j t
q q

 + +− −
   −  易知，对任意整数， 数 与  

的二进制表示中没有相同的项. 

2 1
0, 2 0,1, , 1) 1t

u
lu

t l t
q

 +−
  =  −又因为 故 （ 的二进制表示中均不包含，故  

 



 

( 0,1,2, ).a a = 综合上述的两个方面可知，所求的k为2   

 

 

 



 

 

 


