
 

2014 全国高中数学联赛一试试题参考答案 

 

一、填空题（本大题共 8小题，每小题 8分，共 64分） 

1.若正数 ba, )log(log3log2 32 baba +=+=+ ,则
ba

11
+ 的值为__________. 

【答案】108 

 

 2.设集合 }21|
3

{ + bab
a

中的最大值与最小值分别为 mM , ，则 mM − =_________. 

【答案】5 2 3−  

【解析】
3 3

1 2 5, 1, 2 5.
1

a b b a b M
a

   +  + = = = =由 知， 当 时，得最大元素  

3 3 3
2 2 3 3 2 3.b a a a b m

a a a
+  +   = = = =又 ，当 时，得最小元素   

3.若函数 |1|)( 2 −+= xaxxf 在 ),0[ + 上单调递增，则a的取值范围为_______. 

【答案】[-2,0]. 

【解析】
2[1, ) ( ) 1, 2.

2

a
f x x ax a a+ = + −   −在 上， 单调递增，等价于- 即 在 

2[0,1] ( ) , 0 0.
2

a
f x x ax a a= + −  上， 单调递增 等价于- ，即 [ 2,0].a −因此实数 的取值范围是  

4.数列 }{ na 满足 )(
1

)2(2
,2 11



+ 
+

+
== Nna

n

n
aa nn ，则

201321

2014

... aaa

a

+++
=_________. 

【答案】
2015

2013
. 

【解析】 1 2

2( 1) 2( 1) 2

1
n n n

n n n
a a a

n n n
− −

+ +
= =  = 

−

1

1

2( 1) 2 2 3
2 ( 1).

1 2

nn n
a n

n n

−+ 
=   = +

−
 

{ } ,n na n S记数列 的前 项和为 则 2 n-1=2+2 3+2 4+ +2 1)nS n   +（  

2 3 n=2 2+2 3+2 4+ +2 1)nS n    +所以2 （  

1 22 ( 1) (2 2 2 2)n n n

nS n − −= + − + ++ +将上面两式相减，得 2 ( 1) 2 2 .n n nn n= + − =  



 

2013

2014

2013

1 2 2013

2 2015 2015
.

2 2013 2013

a

a a a


= =

+ + + 
故  

5.已知正四棱锥 ABCDP− 中，侧面是边长为 1的正三角形， NM , 分别是边 BCAB , 的中点，则异面直线

MN 与 PC之间的距离是_____________. 

【答案】
2

4
 

【解析】设底面对角线 AC,BD交于点 O，过点 C作直线 MN的垂线，交 MN于点 H.由于 PO是底面的垂线，故

PO⊥CH，又 AC⊥CH，所以 CH 与平面 POC 垂直，故 CH⊥PC.因此 CH 是直线 MN 与 PC 的公垂线段，又

CH=
2 2

,
2 4

CN = MN PC故异面直线 与 之间的
2

.
4

距离是   

 

6.设椭圆的两个焦点是 21, FF ，过点 1F 的直线与交于点 QP, ，若 |||| 212 FFPF = ，且 ||4||3 11 QFPF = ，

则椭圆的短轴与长轴的比值为__________. 

【答案】
2

6
7

 

 2 6,b T= 因此椭圆 的短轴与长轴的比值为
2 6

.
7

b

a
=  



 

 

7.设等边三角形 ABC 的内切圆半径为 2，圆心为 I 。若点 P 满足 1=PI ，则 ABC 与 APC 的面积之比

的最大值为__________. 

【答案】
3+ 5

2
 

 

0 0= .
6

IAP


  − = 其中，  z学科 xx 网 k 

0
0

1 1
sin , cot 15,

2 2 4

IP
AP I

AI r


  = = = = =由 知， 于是 所以

1 3
sin( ) cos sin

cot 3 15 3 3 56 2 2= .
21 3 cot 3 15 3sin( ) cos sin

6 2 2


  



   

+ +
+ + +

= = =
− −− −

[来源:学_科_网 Z_X_X_K] 
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S
P P

S





+
=根据（）、（ ）可知，当 时， 的最大值为  

8.设 DCBA ,,, 是空间四个不共面的点，以
2

1
的概率在每对点之间连一条边，任意两点之间是否连边是相

互独立的，则 BA, 可用（一条边或者若干条边组成的）空间折线连接的概率是__________. 

【答案】
3

4
[来源:Z&xx&k.Com] 

【解析】每对点之间是否连边有 2种可能，共有
42 64= 种情况,考虑 其中 A,B 可用折线连接的情况数. 



 

以上三类情况数的总和为 + + =32 9 7 48，故 A,B 可用折线连接的概率为
48 3

= .
64 4

  

二、解答题（本大题共 3个小题，共 56分.解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤.） 

9.（本题满分 16分）平面直角坐标系 xOy 中，P 是不在 x 轴上一个动点，满足条件：过P 可作抛物线 xy 42 =

的两条切线，两切点连线 Pl 与 PO垂直。设直线 Pl 与PO， x 轴的交点分别为 RQ, ， 

（1）证明： R 是一个顶点. 

（2）求
||

||

QR

PQ
的最小值. 

【解析】（1）设 P点的坐标为 , )( 0),a b b （ 易知 0,a  记两切点 A,B 的坐标为 1 1 2 2, ), , ),x y x y（ （ 则 PA,PB 的

方程分别为 1 1 2 22( ) 1 2( ) 2yy x x yy x x= + = +（） （） 

而点 P 的坐标（a,b）同时满足（1），（2），故 A,B 的坐标均满足方程by=2(x+a) (3)， 

故（3）就是直线 AB 的方程. 

直线 PO 与 AB 的斜率分别为
2b

a b
与 ，由PO AB⊥ 知，

2
=-1, a=-2

b

a b
故 . 

从而（3）即为
2

y= ( 2),x
b

− 故 AB 与 x 轴的交点 R 是定点（2,0）. 

(2)因为 a=-2，故直线 PO 的斜率 1
2

b
= −k ，直线 PR 的斜率 2 .

4

b
k = − 设 =OPR  ，则 为锐角，且[来源:学科网 ZXXK] 

2 2

1 2

1 2

1 ( )( )
1| | 1 8 2 82 4| | | | 2 2

| | tan 2 | | 2 | |

2 4

b b
k kPQ b b

b bQR k k b b

+ − −
+ + 

= = = =  =
−

− +

 

当 2 2b =  时
| |

| |

PQ

QR
的最小值为2 2 . 

 



 

10.（本题满分 20 分）数列 }{ na 满足 ))(arctan(sec,
6

11 == + Nnaaa nn


求正整数 m ，使得

100

1
sin......sinsin 21 =maaa [来源:学科网] 

 

11.（本题满分 20 分）确定所有的复数 ，使得对任意的复数 21, zz （ 2121 ,1|||,| zzzz  ），均有

2

2

11

2

1 )()( zzzz  ++++  

【解析】记
2( ) ( ) .f z z z  = + + 则 

2 2

1 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )f z f z z z z z     − = + + − + +  

1 2 1 2 1 2( 2 )( ) ( ) (1)z z z z z z = + + − + −  

假如存在复数 1 2 1 2 1 2| |,| | 1,z z z z z z ，（ ），使得 1 2( )= ( )f z f z  ，则由（1）知， 

1 2 1 2 1 2| |=|-( 2 )( ) |z z z z z z − + + −（ ） ， 

利用 1 2 1 2| |=| | 0z z z z− −  知， 1 2 1 2| | | 2 | 2 | | | | | | 2 | | 2,z z z z   = + +  − −  − 即 | |<2.  

另外一方面，对任意满足 | |<2 的复数 ，令 1 2z , z ,
2 2

i i
 

 = − + = − − ，其中
| |

0 1 ,
2


  −  

则 1 2 ,z z ，而 | | | |+| |<1,
2 2

i
 

 −   − ，故 1 2|z |,| z | 1, ，此时将 

1 2 1 2 1 2+ =- - =2 , 2 2z z z z i z z i i   − = = −，  

代入（1）可得， 1 2 1 2( ) ( )= 2 + -2 =0 ( )= ( )f z f z i i f z f z      −  （ ） ，即  



 

综上所述，符合要求的 值为{ | ,| | 2}C    . 

2014 全国高中数学联赛二试试题参考答案 

一、（本题满分 40分）设 Rcba ,, ，满足 1=++ cba ， 0abc ， 

求证：
4

1

2
+++

abc
abcabc  

【证明】
1

, .
4

若ab+bc+ac 则命题已成立   

1 1
, max{ , , }, 1 .

4 3
a a b c a b c a= + + = 若ab+bc+ac> 不妨设 则 知  

21 1 1
,(1)

4 3 4 12 4

a b c a+ +
 − = 
（ ）

我们有ab+bc+ac-  

二、（本题满分 40分）如图，在锐角三角形 ABC中，∠BAC 60°，过点 B,C分别作三角形 ABC的外接圆的

切线 BD,CE,且满足 BD=CE=BC,直线 DE与 AB，AC的延长线分别交于点 F,G，设 CF与 BD交于点 M,CE与 BG交

于点 N，证明：AM=AN. 

 

【证明】 



 

 

 

||BC FG再结合 以及内角平分线定理得到  

1
LM LM BF CG CL AB BC CL AB

LN BF CG LN BC AC BL BL AC
=   =   =  = 及LM=LN. 

故由AL=AL,∠ALM=∠ALN,LM=LN得到△ALM与△ALN 全等，因而AM=AN,证毕. 

三、（本题满分 50 分）设 S={1，2,3，…，100}.求最大的整数 k，使得 S 有 k 个互不相同的非空子集，具

有性质：对这 k 个子集中任意两个不同子集，若它们的交非空，则它们交集中的最小元素与这两个子集中

的最大元素均不相同. 

【解析】对有限非空实数集 A,用 minA 与 maxA 分别表示 A 的最小元素与最大元素.考虑 S 的所有包含 1 且

至少有两个元素的子集，一共 992 -1个，它们显然满足要求，因为
99

maxmin( ) 1 max . 2 1.i j iA A A k=   −故  

下面证明
992k  时不存在满足要求的 k个子集，我们用数学归纳法证明：对整数 n≥3， 

在集合{1,2,3,…,n}的任意
n-12m （ ）个不同非空子集 1 2 mA A， ， ,A 中，存在两个子集 , ,i jA A i j ，满足 

1, min( ) max . (1) 2 .n

i j i j iA A A A A m − = =且 显然只需对 的情形证明上述结论  

当 n=3时，将{1，2,3}的全部 7个非空子集分成 3组，第一组：{3}，{1,3}，{2,3}；第二组：{2}，{1,2}；

第三组：{1}，{1,2,3}.由抽屉原理，任意 4个非空子集必有两个在同一组中，取同组中的两个子集分别记



 

为 ,i jA A ，排在前面的记为
iA ，则满足（1）. 

假设结论在 n(n≥3)时成立，考虑 n+1的情形.若
1 2 2
, , , nA A A 中至少有 12n− 个子集不含 n+1，对其中的 12n−

个子集用归纳假设，可知存在两个子集满足（1）. 

若至多有 12 1n− − 个子集不含 n+1,则至少有 12 1n− + 个子集含 n+1,将其中 12 1n− + 子集都去掉 n+1,得到

{1,2，…，n}的 12 1n− + 个子集.   

四、（本题满分 50 分）设整数 1 2 2014 1 2 2014, , , 2014 , , ,x x x y y y模 互不同余，整数 模 2014 也互不同余.

证明：可将 1 2 2014, , ,y y y 重新排列为 1 2 2014, , ,z z z ，使得 1 1 2 2 2014 2014, , ,x z x z x z+ + + 模 4028 互不同

余. 

【证明】 (mod 2 ),1 2 . ,i iy i k i k i   记k=1007,不妨设x 对每个整数  

1 , + (mod 4 ), ,i i i k i k i i i k i ki k y x y k y y+ + + +   + = =若x 不 则令z z ；否则， 

, .i i k i k iz y z y+ += =令  

如果是前一种情形，则 + + = (mod 4 )i i i i i k i k i k i kz y x y x z k+ + + +=  + +x x 不  

如果是后一种情形，则也有
++ + = (mod 4 )i i i i k i k i i k i kz y x y x z k+ + +=  + +x x 不  

++ (mod 4 ), + (mod 4 ),i i i k i k i i k i k iy x y k y x y k+ + + +  +若不然，我们有x x  

2 2 (mod 4 ), (mod 2 )i i k i i kx x k x x k+ + 两式相加可得 于是 ，但  

1 2 2014, , , 2014 =2 ) (mod 2 ),i i kx x x k x k+模 （ 互不同余，特别地，x不 矛盾. 

1 2 2 1 2 2, , , y , , ,k kz z z y y由上述构造方法知 是 的排列.记  

1 1 2 2, 1,2, ,2 . w , , , 4 .i i kx z i k w w k= + =w 下面 模 互不同余  

 这只需证明，对任意整数i,j,1 i<j k, 



 

w , , , 4i j i k j kw w w k+ + 模 两两不同余.( ) 

 

, .i i k i j ky y+ += =情形二：z 且z 则由前面的构造方式可知   

2 (mod2 ), 2 (mod2 ).i i k j j kw i k k w j k k+ +  +   +w w  

j j2 2 .i j k i k j kw w w k w w w k+ + +同样有 与 及 模 不同余， 与 及 模 不同余  

.与情形一相同地可知（ ）得证 [来源:学科网] 

, ( ,i i j j k i i k j iz y z y z y z y+ += = = =情形三： 且 且 的情形与此相同）. 

则由前面的构造方式可知 2 (mod2 ), 2 (mod2 ).i i k j j kw i k w j k k+ +    +w w  

2 2 (mod 2), 2 2 (mod 2 ),k i j k i j k k +  +由于 是奇数，故 不 更有 不  

+2 2i j j k i k j j kw w k w w k+ +因此仍然有w与 及 模 不同余，w 与 及 模 不同余. 

从而（ ）得证.因此本题得证. 



 

 

 


