
 

 

一、填空题（本大题共 8小题，每小题 8分，共 64分） 

1.设 P 是函数
2

y x
x

= + （ 0x  ）的图像上任意一点，过点P 分别向直线 y x= 和 y 轴作垂线，垂足分别

为 ,A B ，则PA PB 的值是       ． 

【答案】-1 

【解析】方法1:设 0 0

0

2
( , ),p x x

x
+ 则直线PA 的方程为 0 0

0

2
( ) ( ),y x x x

x
− + = − − 即 0

0

2
2 .y x x

x
= − + +  

由
0 0

0 0 0

0

1 1
( , ).2

2

y x

A x x
y x x x x

x

=


 + +
= − + +




 

又 0

0

2
(0, ),B x

x
+ 所以 0

0 0

1 1
( , ), ( ,0).PA PB x
x x

= − = − 故 0

0

1
( ) 1.PA PB x

x
 =  − = −   

2.设 ABC 的内角 , ,A B C 的对边分别为 , ,a b c ，且满足
3

cos cos
5

a B b A c− = ，则
tan

tan

A

B
的值是      . 

【答案】4 

 

 3.设 , , [0,1]x y z ，则 | | | | | |M x y y z z x= − + − + − 的最大值是                   . 

【答案】 2 1+ [来源:Z|xx|k.Com] 

【解析】不妨设0 1,x y z    则 .M y x z y z x= − + − + −  

因为 2[( ) ( )] 2( ).y x z y y x z y z x− + −  − + − = −  

所以 2( ) ( 2 1) 2 1.M z x z x z x − + − = + −  −  

当且仅当
1

, 0, 1,
2

y x z y x z y− = − = = = 时上式等号同时成立.故 max 2 1.M = +  



 

4.抛物线 2 2 ( 0)y px p=  的焦点为F ，准线为ｌ， ,A B 是抛物线上的两个动点，且满足
3

AFB


 = ．设

线段ＡＢ的中点M 在ｌ上的投影为 N ，则
| |

| |

MN

AB
的最大值是           . 

【答案】1 

 5．设同底的两个正三棱锥 P ABC− 和Q ABC− 内接于同一个球．若正三棱锥P ABC− 的侧面与底面所

成的角为 45 ，则正三棱锥Q ABC− 的侧面与底面所成角的正切值是                 ． 

【答案】4 

【解析】如图.连结PQ ,则PQ ⊥平面 ABC ,垂足H 为正 ABC 的中心,且PQ过球心O ,连结CH 并延长

交 AB 于点M ,则M 为 AB 的中点,且CM AB⊥ ,易知 ,PMH QMH  分别为正三棱锥

,P ABC Q ABC− − 的侧面与底面所成二角的平面角,则 45PMH =  

,从而
1

2
PH MH AH= = ,因为 90 , ,PAQ AH PQ = ⊥  

所以
2 ,AP PH QH=  即

2 1
.

2
AH AH QH=    

 

所以 2 4 .QH AH MH= = ,故 tan 4
QH

QMH
MH

 = =   



 

6. 设 ( )f x 是定义在 R 上的奇函数，且当 0x  时， ( )f x x= ．若对任意的 [ , 2]x a a + ，不等式

( ) 2 ( )f x a f x+  恒成立，则实数a的取值范围是          ． 

【答案】 [ 2, ).+  

 

７．满足
1 1

sin
4 3n


  的所有正整数n的和是                   ． 

【答案】33 

【解析】由正弦函数的凸性,有当 (0, )
6

x


 时,
3

sin ,x x x


  由此得

1 3 1
sin ,sin ,

13 13 4 12 12 4

   


    = [来源:Zxxk.Com] 

1 3 1
sin ,sin .

10 10 3 9 9 3

   


    = 所以

1 1
sin sin sin sin sin .

13 4 12 11 10 3 9

    
       

故满足
1 1

sin
4 3n


  的正整数n的所有值分别为10,11,12,它们的和为33. 

8．某情报站有 , , ,A B C D 四种互不相同的密码，每周使用其中的一种密码，且每周都是从上周未使用的三

种密码中等可能地随机选用一种．设第１周使用Ａ种密码，那么第７周也使用Ａ种密码的概率是   ．（用

最简分数表示） 

【答案】
61

243
[来源:Zxxk.Com] 

【解析】用 kP 表示第 k 周用 A 种密码的概率,则第 k 周末用 A 种密码的概率为 

1 kP− .于是,有 1

1
(1 ),

3
k kP P k N 

+ = −  ,即 1

1 1 1
( )

4 3 4
k kP P+ − = − − 由 1 1P = 知，

1

4
kP

 
− 

 
是首项为

3

4
，公

比为
1

3
− 的等比数列.所以

11 3 1
( )

4 4 3

k

kP −− = − ，即
13 1 1

( )
4 3 4

k

kP −= − + ，故 7

61

243
P =   

二、解答题（本大题共 3个小题，共 56分.解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤.） 

9.（本小题满分１６分）已知函数
1 3 1

( ) sin cos 2 , , 0
2 2

f x a x x a a R a
a

= − + − +    

（１）若对任意 x R ，都有 ( ) 0f x  ，求 a的取值范围； 



 

（２）若 2a  ，且存在 x R ，使得 ( ) 0f x  ，求a的取值范围． 

因此 min

3
( ) 1 .f x

a
= − 于是,存在 x R ,使得 ( ) 0f x  的充要条件是

3
1 0 0 3.a

a
−      

故 a的取值范围是[2,3].   

10.（本小题满分２０分）已知数列 na 的各项均为非零实数，且对于任意的正整数n，都有 

2 3 3 3

1 2 1 2( )n na a a a a a+ + + = + + +  

（１）当 3n = 时，求所有满足条件的三项组成的数列 1 2 3, ,a a a ; 

（２）是否存在满足条件的无穷数列{ }na ，使得 2013 2012?a = − 若存在， 

求出这样的无穷数列的一个通项公式；若不存在，说明理由． 

【解析】(1)当 1n = 时, 2 3

1 1a a= ,由
1 0a  得 1 1a = .当 2n = 时, 2 3

2 2(1 ) 1a a+ = + ,由 2 0a  得 2 2a = 或

2 1a = −  

当 3n = 时, 2 3 3

2 3 2 3(1 ) 1 .a a a a+ + = + + 若 2 2a = 得
3 3a = 或

3 2a = − ;若 2 1a = − 得 3 1a = ; 

综上,满足条件的三项数列有三个:1,2,3或1,2,-2或1,-,1 

(2)令 1 2 ,n nS a a a= + + + 则 2 3 3 3

1 2 ( )n nS a a a n N= + + +  从而 2 3 3 3 3

1 1 2 1( ) .n n n nS a a a a a+ ++ = + + + +  

两式相减,结合 1 0na +  得 2

1 12 n n nS a a+ += − 当 1n = 时,由(1)知 1 1a = ; 

当 2n  时, 2 2

1 1 12 2( ) ( ) ( ),n n n n n n na S S a a a a− + += − = − − − 即 1 1( )( 1) 0,n n n na a a a+ ++ − − =  

所以 1n na a+ = − 或 1 1n na a+ = + 又 1 20131, 2012,a a= = − 所以
(1 2012)

2012 ( 1) ( 2013)
n n

n n
a

n

 
= 

 − 
  

11.（本小题满分20分）如图，在平面直角坐标系 XOY 中，菱形 ABCD的边长为4 ，且 6OB OD= = ． 



 

（１）求证： | | | |OA OC 为定值； 

（２）当点A在半圆 2 2( 2) 4x y− + = （2 4x  ）上运动时，求点C 的轨迹． 

 

  

一、（本题满分 40 分）如图，在锐角 ABC 中， , ,AB AC M N 是 BC 边上不同的两点，使得

.BAM CAN = 设 ABC 和 AMN 的外心分别为 1 2,O O ，求证： 1 2, ,O O A三点共线. 

【解析】证明：如图.连接 1 2,AO AO ,过 A 点作 1AO 的垂线 AP 交BC 的延长线于点 P ,则 AP  

是 1O 的切线.因此 B PAC =  

因为 ,BAM CAN =  所以 AMP B BAM PAC CAN PAN = + = + = [来源:学,科,网] 

因而 AP 是 AMN 的外接圆 2O 的切线,故 2.AP AO⊥ 所以 1 2, ,O O A三点共线. 



 

 

二、（本题满分 40分）试证明：集合  22,2 , ,2 ,nA = 满足 

（１）对每个a A ，及b N  ，若 2 1b a − ，则 ( 1)b b + 一定不是2a的倍数； 

（２）对每个a A （其中 A 表示 A 在Ｎ 中的补集），且 1a  ，必存在b N  ， 2 1b a − ，使 ( 1)b b + 是

2a的倍数． 

证法一:令
1, 1 2 ,kb mx b y+= + = 消去b 得

12 1.k y mx+ − =  

由于
1(2 , ) 1,k m+ = 这方程必有整数解;

1

0

0

2kx x t

y y mt

+ = +


= +
其中 0 0, ( , )t z x y 为方程的特解. 

把最小的正整数解记为 ( , ),x y 
则

12kx + ,故 2 1,b mx a=  − 使 ( 1)b b + 是2a的倍数． 

证法二:由于
1(2 , ) 1,k m+ = 由中国剩余定理知,同余方程组   

10(mod 2 )

1(mod )

kx

x m m

+ =


= −
在区间

1(0,2 )k m+
上有解 ,x b= 即存在 2 1,b a − 使 ( 1)b b + 是2a的倍数． 

证 法 三 : 由 于 (2, ) 1,m = 总 存 在 ( , 1),r r N r m  − 使 2 1(mod )r m= 取 ,t N  使 1,tr k + 则

2 1(mod )tr m=  

存在
1(2 1) (2 ) 0, ,tr kb q m q N+= − −    使0 2 1,b a  −  



 

此时
1, 2 1,km b m+ + 因而 ( 1)b b + 是2a的倍数． 

三、（本题满分 50分）设
0 1 2, , , , nP P P P 是平面上 1n+ 个点，它们两两间的距离的最小值为 ( 0)d d  求证：

0 1 0 2 0 ( ) ( 1)!
3

n

n

d
P P P P P P n   +  

【解析】证法一:不妨设 0 1 0 2 0 .nP P P P P P   先证明:对任意正整数 k ,都有 0 1
3

k

d
P P k +  

显然, 0 1
3

k

d
P P d k  + 对 1, 2, ,8k = 均成立,只有 8k = 时右边取等号 

所以,只要证明当 9k  时,有 0 1
3

k

d
P P k + 即可.  

以 ( 0,1,2, , )iP i k= 为圆心,
2

d
为半径画 1k + 个圆,它们两两相离或外切;以

0P 圆心， 0
2

k

d
P P + 为半径画

圆，这个圆覆盖上述 1k + 个圆 

所以
2 2

0 0( ) ( 1) ( ) ( 1 1)
2 2 2

k k

d d d
P P k P P k +  +   + −  

由 9k  易知
1 1 1

2 3

k k+ − +
 ,所以 0 1

3
k

d
P P k + 对 9k  时也成立. 

综上,对任意正整数 k 都有 0 1
3

k

d
P P k + .因而 0 1 0 2 0 ( ) ( 1)!

3

n

n

d
P P P P P P n   +  

证法二: 不妨设 0 1 0 2 0 .nP P P P P P    

以 ( 0,1,2, , )iP i k= 为圆心,
2

d
为半径画 1k + 个圆,它们两两相离或外切; 

 

故
2 2

0 0

3
( ) ( 1) ( ) 1( 1,2, , )
2 2 3

k k

d d
P P k P P k k n  +   + =  

所以 0 1 0 2 0 ( ) ( 1)!
3

n

n

d
P P P P P P n   +  

四、（本题满分 50 分）设
1 1

1
2

nS
n

= + + + ，ｎ是正整数．证明：对满足0 1a b   的任意实数 ,a b ，

数列{ [ ]}n nS S− 中有无穷多项属于 ( , )a b ．这里，[ ]x 表示不超过实数ｘ的最大整数． 

【解析】证法一:(1)对任意 n N  ,有 



 

2

1 1 1
1

2 3 2
n n

S = + + + +
1 2 1

1 1 1 1 1
1 ( ) ( )

2 2 1 2 2 1 2n n−
= + + + + + +

+ +
 

2 2

1 1 1 1 1
1 ( ) ( )

2 2 2 2 2n n
 + + + + + + +

1 1 1 1
1

2 2 2 2
n= + + + +   

 (2)假设只有有限个正整数 1 2, , , ,kn n n 使得 [ ] ( , ), (1 )
j jn nS S a b j k−    令  

1

[ ] ,min j jn n
j k

c S S
 

= − 则

,a c b  则不存在 ,n N  ,n N  使得 [ ] ( , ),n nS S a c−  这与（1）的结论矛盾. 

所以数列 [ ]n nS S− 中有无穷多项属于 ( , )a b .终上所述原命题成立 

证法二:(1) 
2

1 1 1
1

2 3 2
n n

S = + + + +   

1 2 1

1 1 1 1 1
1 ( ) ( )

2 2 1 2 2 1 2n n−
= + + + + + +

+ + 2 2

1 1 1 1 1
1 ( ) ( )

2 2 2 2 2n n
 + + + + + + +  

1 1 1 1
1

2 2 2 2
n= + + + +   

因此,当n充分大时, nS 可以大于如何一个正数,令 0

1
[ ] 1,N
b a

= +
−

则 0

1
,N

b a


−
当 0k N 时, 

1

0

1 1
k kS S b a

k N
−− =   −  

因此,对于如何大于
0NS 的正整数 ,m 总存在

0 ,n N 使 ( , ),nS m a b−   

即 ,nm a S m b+   + 否则,一定存在 0 ,k N 使 1 ,kS m a−  + 且 ,kS m b +  

这样就有 1 ,k kS S b a−−  −  



 

 

这样的 i 有无穷多个,所以数列 [ ]n nS S− 中有无穷多项属于 ( , )a b   

[来源:学科网] 

 

       

 



 

 

 


