
 1 / 26 
 

第 36 届全国中学生物理竞赛复赛理论考试试题与解答 

2019年 9月 21日 

一、如图 a，旅行车上有一个半径为 R 的三脚圆凳(可视为刚性结构)，三个相同凳脚的端点

连线（均水平）构成边长为 a 的等边三角形，凳子质心位于其轴上的 G 点．半径为 r 的一

圆筒形薄壁茶杯放在凳面上，杯底中心位于凳面中心 O 点处，茶杯质量为 m（远小于凳子

质量），其中杯底质量为
5

m
（杯壁和杯底各自的质量分布都是均匀的），杯高为 H（与杯高

相比，杯底厚度可忽略）．杯中盛有茶水，茶水密度为  ．重力加速度大小为 g ． 

1）为了使茶水杯所盛茶水尽可能多并保持足够稳定，杯中茶水的最佳高度是多少？ 

2）现该茶水杯（杯中茶水高度最佳）的底面边缘刚好缓慢滑移到与圆凳的边缘内切于 D 点

时静止（凳面边有小凸缘，可防止物体滑出；凳面和凳面边的凸缘各自的质量分布都是均匀

的），且 OD⊥AC（见图 b），求此时旅行车内底板对各凳脚的支持力相对于滑移前（该茶水

杯位于凳面中心处）的改变． 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

参考解答： 

1）以凳面中心 O 为坐标原点，以过 O 点向上的竖直线为 y 轴. 茶杯（包括茶水在内）的质

心位置
CMy 为
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式中h 是杯中茶水的高度. 令
2πr = ，(1)式即 
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    事实上，考虑在茶杯中茶水的水平面从杯底逐渐缓慢上升的过程，茶水杯整体的质心先

是逐渐降低，然后再逐渐上升. 为了使茶水杯盛尽可能多的茶水并保持足够稳定，茶水杯整

体的质心应尽可能接近凳面，处于最低点的位置
CM max CM min( ) ( )y h h y= = ，故有 
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由(1)(2)式得 
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舍弃负值（不合题意），杯中茶水的最佳高度为 

图 b 
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[另一解法： 

    事实上，考虑在茶杯中的茶水的水平面从杯底逐渐缓慢上升的过程，茶水杯整体的质心

先是逐渐降低，然后再逐渐上升. 为了使茶水杯盛尽可能多的茶水并保持足够稳定，茶水杯

整体的质心应尽可能接近凳面，处于最低点的位置
CM max CM min( ) ( )y h h y= = . (1)式即 
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它满足代数不等式 
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式中当 h 满足 
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时取等号， maxh 即杯中茶水的最佳高度.  

] 
2）记凳子质量为 M. 该茶水杯的底面边缘刚好滑移到与圆

凳的边缘内切于 D 点静止后，坐标系及三脚圆凳的受力分

析分别如解题图 a 和解题图 b 所示，其中
AN 、

BN 和
CN 分

别是车内底板对凳脚 A、B 和 C 的支持力．由几何关系有 
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三脚圆凳处于力平衡状态，竖直方向合力为零 

 
A B C 0N N N Q P+ + − − =

   
 

(7)  

A CN N=
                   

 

(8)  

式中， max= +Q mg h g ， =P Mg . 由(7) (8)式得 

 
A B2 0N N Q P+ − − =   

以 x 轴为转动轴，力矩平衡 

    
( ) B A Co B ( )o o 0Q R r N N N  − + − + =

   
(9)  

记 R R r = − ，由(5)(6)(9)式有 
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[另一解法： 

以 AC 为转动轴，由力矩平衡条件有 
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联立以上各式得 
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值得指出的是，解(10)满足 B 0N  ，即 
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这已由题给条件保证了． 

由(7)(10)(11)式得，此时旅行车内底板对各凳脚的支持力相对于茶水杯滑移前的改变为 
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二、农用平板车的简化模型如图 a

所示，两车轮的半径均为 r（忽略

内外半径差），质量均为 m（车轮辐

条的质量可忽略），两轮可绕过其中

心的光滑细车轴转动（轴的质量可

忽略）；车平板长为 l、质量为 2m，

平板的质心恰好位于车轮的轴上；

两车把手（可视为细直杆）的长均

为 2l、质量均为 m，且把手前端与

平板对齐．平板、把手和车轴固连

成一个整体，车轮、平板和把手各自的质量分布都是均匀的．重力加速度大小为 g ． 

1）该平板车的车轮被一装置（图中未画出）卡住而不能前后移动，但仍可绕车轴转动．将

把手提至水平位置由静止开始释放，求把手在与水平地面碰撞前的瞬间的转动角速度． 

2）在把手与水平地面碰撞前的瞬间立即撤去卡住两车轮的装置，同时将车轮和轴锁死，在

碰后的瞬间立即解锁，假设碰撞时间较短（但不为零），碰后把手末端在竖直方向不反弹．已

知把手与地面、车轮与地面之间的滑动摩擦系数均为（最大静摩擦力等于滑动摩擦力）．求

在车轮从开始运动直至静止的过程中，车轴移动的距离． 

 

参考解答： 

1）车轮被一装置卡住而不能前后移动，但仍可绕轮轴转动. 把手绕车轴的转动惯量为 

22222

1
6

7
)

4

1

12

4
(2])

2

1
()2(

12

1
[2 mlmlmlmlmJ =+=+=

 

 

平板绕车轴的转动惯量为 
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平板与把手整体绕车轴的转动惯量为 
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(1)  

把手和平板整体的质心位置到车轴的距离
Cr （见解题图 a）为 
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设把手与地面碰撞前的瞬间的角速度为，由机械能守恒有 

mghJ 4
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式中 h 是把手和平板整体的质心下降的距离（见解题图 b） 
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将(2)式代入上式得 

         643

2 rl

l

r
h ==

 

 

由上式和(1)(3)式得 
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2）在把手与地面碰撞前的瞬间，把手和平板整体的质心的速度大小为 
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由几何关系有 
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碰前瞬间把手和平板质心速度的水平与竖直分量（从把手末端朝向把手前端为正）分别为 

1 1 sinC x C =v v
                           

(5)  

1 1 cosC y C = −v v
                         

(6)  

记碰撞时间间隔为 t ，由题设，把手、平板与车轮组成的系统在碰撞过程中可视为一

个物体. 刚碰时，由于把手末端与地面之间有相对速度，把手末端与地面之间在碰撞过程中

水平方向的相互作用力是滑动摩擦力. 设碰撞过程中地面对系统在竖直方向上总的支持力

为 N，在碰撞后的瞬间系统的水平速度为 v0（ 0 0v ）. 在水平和竖直方向上分别对此系统

应用动量定理有 
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值得注意的是，(8)式左端的冲量不可能等于零，因而(7)式左端的冲量也不可能等于零. 由

(7)(8)式得
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由此解得
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系统静止，故 
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系统开始运动. 下面分两阶段讨论系统开始运动

后直至停止的过程： 

阶段 I. 车轮又滑又滚阶段 

两车轮的受力如解题图 c 所示，图中
01N 是

地面对两车轮的正压力，
oxN 和

oyN 是把手和平

板通过轴对两车轮分别在水平方向和竖直方向的

作用力，地面对车轮的滑动摩擦力 1 01f N= . 把

手和平板作为一个整体的受力解题图 d 所示，图

中 N 是地面对把手末端的正压力.  

地面与车之间的总滑动摩擦力为 

 01( ) (6 )f N N mg = − + = −
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把手、平板和车轮组成的系统的质心加速度
Ca 为 
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对把手和平板系统应用质心运动定理有 
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5 5
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由(11) (12) (13)式得 
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对两车轮在竖直方向上应用质心运动定理有 
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对两车轮应运用转动定理有 
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    设车轮经历时间间隔 t后开始纯滚动，由纯滚动条件有 

0 Cr tr a t = = = +v v
  

(17)  
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车轮开始做纯滚动时的速度为 
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在整个又滑又滚阶段，车轴移动的距离 1s 为 
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于是有 
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阶段 II. 车轮纯滚动阶段 

    两车轮的受力如解题图 e 所示，图中 02N 是地面对两车轮的正压力， 2oxN 和
2oyN 分别

是把手和平板通过轴对两车轮在水平方向和竖直方向的作用力， 2f 是地面对车轮的作用力
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（静摩擦力）。把手和平板作为一个整体的受力解题图 f 所示，图中 2N 是地面对把手末端的

正压力. 

对两车轮运用质心运动定理有 
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对两车轮运用转动定理有 
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有 
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在整个纯滚动阶段，车轴移动的距离
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在车轮从开始运动直至静止的整个过程中，车轴移动的距离为 
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三、某电磁轨道炮的简化模型如图 a 所示，

两圆柱形固定导轨相互平行，其对称轴所在

平面与水平面的夹角为，两导轨的长均为 L、
半径均为 b、每单位长度的电阻均为，两导

轨之间的最近距离为 d（d 很小）．一质量为

m（m 较小）的金属弹丸（可视为薄片）置

于两导轨之间，弹丸直径为 d、电阻为 R，与

导轨保持良好接触．两导轨下端横截面共面，

下端（通过两根与相应导轨同轴的、较长的

硬导线）与一电流为 I 的理想恒流源（恒流源

内部的能量损耗可不计）相连．不考虑空气

阻力和摩擦阻力，重力加速度大小为 g ，真

空磁导率为 0 ．考虑一弹丸自导轨下端从静

止开始被磁场加速直至射出的过程． 

1）求弹丸在加速过程中所受到的磁场作用力； 

2）求弹丸的出射速度； 

3）求在弹丸加速过程中任意时刻、以及弹丸出射时刻理想恒流源两端的电压； 

4）求在弹丸的整个加速过程中理想恒流源所做的功； 

5）在 = 0的条件下，若导轨和弹丸的电阻均可忽略，求弹丸出射时的动能与理想恒流源所

做的功之比． 

 

参考解答： 

1）由于弹丸直径 d 很小，每根载流导轨均可视为半无限长载流直导线，弹丸上离某导轨轴

线距离为 r处的磁场的磁感应强度大小为 

0 0

4π 4π( 2 )

I I
B

r d b r

 
= +

 + −
                         

(1)  

方向垂直于两导轨对称轴所在平面斜向下。弹丸长为 dr 的一段所受到的磁场作用力（安培

力）为 

d dF IB r=

                                    

 (2) 

方向平行于导轨轴线斜向上. 弹丸所受到的安培力大小为 

0 0

2 2

0 0

2

0

d d
4π 4π( 2 )

( 2 )
  ln ln

4π 4π ( 2 )

  ln
2π

b d

b

I I
F F I r

r d b r

I Ib d d b b

b d b b d

I b d

b

 

 



+  
= = +  + − 

+ + −
= +

+ − −

+
=

 

           

(3) 

方向平行于导轨轴线斜向上.  

2）设弹丸的加速度大小为a . 由牛顿第二定律有 

sinF mg ma− =
                                      

(4)  

由(3)(4)式得，弹丸的加速度大小为 
2

0 ln sin
2π

I d b
a g

m b




+
= −

                         

      (5)  

方向平行于导轨轴线斜向上.  

弹丸作匀加速直线运动，弹丸的出射速度 maxv 满足 

2 2

max 0 2aL− =v v
                                         

(6) 

由(5)(6)式得 

恒流源 

导轨 

弹丸 

图 a. 某电磁轨道炮的简化模型 

L 

I 

b 

d 

 
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2

0
max 2 ln sin

2π

I d b
L g

m b




 +
= − 

 
v

                     

 (7)  

方向平行于导轨轴线斜向上.  

3）两导轨之间离某导轨轴线距离为 r 处（不一定是弹丸上一点）的磁场为 

0 0

2π 2π( 2 )
r

I I
B

r d b r

 
= +

+ −               

   (8) 

通过两导轨各自从下端开始长为 l 的一段以及弹丸长为dr 的一段组成平面回路的磁通量为 

0 0d d d
2π 2π( 2 )

r

I I
Φ B l r l r

r d b r

  
= = + 

+ −                 

 (9) 

通过两导轨各自从下端开始长为 l 的一段以及弹丸组成平面回路的磁通量为 

0 0 0d ln
2π 2π( 2 ) π

b d

b

I I Il b d
Φ l r

r d b r b

  +   +
= + = 

+ − 


    

   (10) 

根据法拉第电磁感应定律，回路中的感应电动势为 

0d
ln

d π

Φ I d b

t b




+
= − = −

v

                          

   (11) 

式中
d

d

l

t
=v 是弹丸沿导轨的运动速度. 由全电路欧姆定律得 

2U lI IR + = +                                      (12)  

式中U 为恒流源两端的电压。弹丸做匀加速直线运动，在通电后任意时刻 t有 

at=v                                                 (13) 

21

2
l at=

                                          

    (14) 

由(11)(12)(13)(14)式得，在时刻 t恒流源两端的电压为 

2 01
2 ln

2 π

I d b
U I at IR at

b




+
= + +  

即 
2 2

20 0 0ln sin ln ln sin
2π π 2

I d b I d b I d b
U I g t IR g t

m b b m b

  
  



   + + +
= − + + −   

     
                     (15)  

由(7)(13)式得，弹丸的加速时间为 
1/2

2

max 02 ln sin
2π

I d b
T L g

a m b




−

 +
= = − 

 

v

                  

(16)

 
由(15)(16)式得，弹丸出射时电源两端的电压 

1/2
2

0 02
2 ln ln sin

2
T

L I d b I d b
U IL IR g

b m b

 
 

 

 + +
= + + − 

    

(17)  

4）在弹丸的整个加速过程中，恒流源所做的功为 

0

2
2 2 20

0 0

2 2

0 0

0

d

   ln sin d d
2π

       ln ln sin d
π 2π

T

T T

T

W UI t

I d b
I g t t I R t

m b

I d b I d b
g t t

b m b


 

 


=

 +
= − + 

 

 + +
+ − 

 



 



        

(18) 

下面依次计算(18)式右端的第一项 1W 、第二项
2W 和第三项 3W ： 
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2
2 20

1
0

2 2
30

1/2
2 2

3 2 0

ln sin d
2π

   ln sin
3 2π

2 2
   ln sin

3 2π

T

/

I d b
W I g t t

m b

I I d b
g T

m b

I I d b
L g

m b


 

 


 


−

 +
= − 

 

 +
= − 

 

 +
= − 

 



 

1/2
2

2 2 0
2 2 ln sin

2π

I d b
W I RT I R L g

m b




−

 +
= = − 

 
 

2 2 2
20 0 0

3 ln ln sin ln
2π 2π π

I d b I d b I L d b
W g T

b m b b

  


 + + +
= − = 

   
于是 

1 2 3

1/2
2 2

2 0 02
  2 ln sin ln

3 2π π

W W W W

L I d b I L d b
LI R g

m b b

  


−

= + +

 + + 
= + − +  

  

         

(19) 

5）弹丸出射时的动能为： 

2 2
2 0 0

max max

1
ln sin ln sin

2 2π 2π
k

I d b I L d b
E m mL g mgL

m b b

 
 

 + +
= = − = − 

 
v

  

(20)

 
在 =0的条件下，弹丸出射时的动能为 

2

0
max ln

2π
k

I L d b
E

b

 +
=

                        

(21)  

若导轨和弹丸的电阻可忽略，恒流源所做的功为 
2

0 ln
π

I L d b
W

b

 +
=

                          

(22)  

弹丸出射时的动能与恒流源所做的功之比 

max 50%kE

W
 = =

                             

(23)  

 



 12 / 26 
 

四、2016 年 9 月，G20 峰会在杭州隆重召开，其会议厅的装饰设计既展示出中国建筑的节

能环保理念，又体现了浙江的竹文化特色. 图 a 给出了其部分墙面采用的微孔竹板装饰的局

部放大照片，该装饰同时又实现了对声波的共振吸收. 竹板上有一系列不同面积、周期性排

列的长方形微孔，声波进入微孔后导致微孔中的空气柱做简谐振动. 单个微孔和竹板后的空

气层，可简化成一个亥姆霍兹共振器，如图 b 所示. 假设微孔深度均为 l、单个微孔后的空

气腔体体积均为 V0、微孔横截面积记为 S. 声波在空气层中传播可视为绝热过程，声波传播

速度
sv 与空气密度及体积弹性模量的关系为 

                             s




=v  

其中 是气体压强的增加量p 与其体积 V 相对变化量之比 

                             
p p

V
V / V V


 

= − = −
 

 

已知标准状态（273K，
51atm 1.01 10  Pa=  ）下空气 (可视为理想气体) 的摩尔质量 Mmol = 

29.0 g/mol，热容比
7

5
 = ，气体普适常量 8.31 J/(K mol)R =  .  

1）求标准状态下空气的密度和声波在空气中的传播速度 vs ； 

2）求上述亥姆霍兹共振器吸收声波的频率（用
sv 、S、l、V0 表示）； 

3） 为了吸收频率分别为 120 Hz和 200 Hz的声波，相应的两种微孔横截面积之比应为多少？ 

 

参考解答： 

1）由理想气体状态方程有 

 

mol

M
pV RT

M
=                        (1)  

式中，p、V 和 T 分别为空气的压强、体积和（绝对）温度，M 和
molM 分别为空气总质量和

摩尔质量。由(1)式得空气密度为 

                    

molM M p

V RT
 = =   

在标准状态下（以下标“标”表示）有 

                                

                        
mol 31.29 kg/m

M p

RT
 = =标
标

标

                     (2)  

理想气体的绝热过程满足 

 pV  =常量  

式中 是热容比。对上式两边微分得 

1 0pV pV V  − +  =                  (3)  

由(3)式可得，空气的体积弹性模量为 

图 a. 微孔竹板墙照片(局部) 

S 

l 

V0 

  图 b. 微孔竹板装置简化图及对应的亥姆霍兹共振器模型 
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p

V p
V

 


= − =


                           (4)  

声波在空气中的传播速度为 

                         s

p 

 
= =v  

在标准状态下有 

                    
s  

331 m/s
p


= =v 标

标

标

                        (5) 

2）细管内的空气柱的质量为 

m = Sl                                (6) 

细管中的空气柱的运动是由外界压力与容器内的压力之差所引起的. 设这部分空气柱运动

的位移为 x（向外为正），容器内的空气体积的改变为 

                            V Sx =                               (7) 

容器内气体压力的变化满足绝热过程，由(3)式有 

                    
p V

p
V

 
 = −                             (8)  

相应地，对于细管内运动着的空气柱的作用力为 

                

2pS x
F S p

V


=  = −                            (9) 

从而，细管内空气柱的运动方程可写为 

                 

2pS
x mx Slx

V


− = =                         (10) 

(10)式可写成 
2x x= −                             (11) 

这是简谐振动的方程，是简谐振动的圆频率 

 
pS

lV





=                            (12) 

将 s

p


=v 代入(10)式得，所述亥姆霍兹共振器吸收声波的频率为 

                    s s
0

02π 2π 2π

S S
f

lV lV


= = =

v v
                   (13)  

上式最后一步利用了单个微孔后的空气腔体体积为 0V V= .  

3）按题设，两种需要通过所述亥姆霍兹共振器吸收声波的频率
01f 和

02f 之比为 

                         01

02

120Hz
0.60

200Hz

f

f
= =

                       

(14)

 
由(13)式可得 

                     s 1
01

02π

S
f

lV
=
v

， s 2
02

02π

S
f

lV
=
v

                 

(15)

 

式中，
1S 和

2S 是相应的上述亥姆霍兹共振器的微孔的横截面积. 由(15)式有 

1 01

022

S f

fS
=

                                

 (16) 

即 
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2

1 01

2 02

0.36
S f

S f

 
= = 

 
                        (17)  
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五、图 a 是基于全内反射原理制备的折射率阶跃型光纤及其耦合光路示意图. 光纤内芯直径

50 m，折射率 n1=1.46；它的玻璃外包层的外径为 125 m，折射率 n2=1.45. 氦氖激光器输

出一圆柱形平行光束，为了将该激光束有效地耦合进入光纤传输，可以在光纤前端放置一微

球透镜进行聚焦和耦合，微球透镜的直径 D=3.00 mm，折射率 n=1.50. 已知激光束中心轴通

过微球透镜中心，且与光纤对称轴重合. 空气折射率 n0=1.00.  

1）为了使光线能在光纤内长距离传输，在光纤端面处光线的最大入射角应为多大？ 

2）若光束在透镜聚焦过程中满足近轴条件，为了使平行激光束刚好聚焦于光纤端面（与光

纤对称轴垂直）处，微球透镜后表面中心顶点 O 与光纤端面距离应为多大？ 

3）为了使进入光纤的全部光束能在光纤内长距离传输，平行入射激光束的直径最大不能超

过多少？ 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

参考解答： 

1）进入光纤芯的光束只有在光纤芯与包层界面满足全

反射条件，才能使得光束在光纤中长距离传输. 设光线

最大入射角为 ，相应的折射角为 ，如解题图 a 所示.

由折射定律和全反射条件有 

   
 0 1sin sinn n =

                   
(1) 

   
 1 2sin(90 )n n − =

                 
(2) 

由(1)(2)式得 

2 2

2 21 1 2

0 0 0

sin
sin 1.46 1.45 0.17

n n n

n n n




   
= = − = − =   

   
   (3) 

由(3)式得 

arcsin0.17 9.8 = =                                     (4) 

2）平行激光束首先在微球透镜前表面一次成像，其成像位置 1i （相对于微球透镜前表面顶

点）可利用球面镜折射成像公式得到 

               0 0

1 1

n n n n

o i r

−
+ =                                    (5) 

式中，
1o 为物距，由于是平行光束

1o =  ，
1i 是一次成像位置，n 是微球透镜玻璃材料折射

率 1.50n = ， r 是微球前表面曲率半径，
2

D
r = . 由(5)式得 

              1

0

1.50 3.00 mm
4.5 mm

2( ) 2(1.50 1.00)

nD
i

n n


= = =

− −
              (6) 

光束在微球透镜后表面第二次成像位置 2i （相对于微球透镜后表面顶点 O）可由球面镜折射

成像公式得到 

0 0

2 2 2

n n n n

o i r

−
+ =                                  (7) 

式中， 2o 为相对于微球透镜后表面顶点 O 的物距

  

 

 

n
2
 

n
2
 

n
1

1
 

n 

激光束 

微球透镜 

光纤 

 

      图 a. 激光束经微球透镜耦合进入光纤示意图 

O 

解题图 a 
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0
2 1

0

(2 ) (2 1.00 1.50) 3.00 mm
1.50 mm

2( ) 2(1.50 1.00)

n n D
o i D

n n

−  − 
= − = = =

− −
     (8)

 
由于此时是虚物，

2o 应取负值，即 

0
2

0

( 2 )
1.50mm

2( )

n n D
o

n n

−
= = −

−
 

而
2r 是微球后表面曲率半径 

2
2

D
r = −  

将以上数据代入(7)式可得二次成像位置
2i 为 

                   0
2

0

(2 )
0.75 mm

4( )

n n D
i

n n

−
= =

−
                    (9) 

即微球透镜后表面中心顶点 O 与光纤端面距离应为 0.75mm.  

3）微球透镜的等效主点与球心重合，而等效焦距为 

 0
e

0 0

(2 ) 1.50 3.00 mm
2.25 mm

4( ) 2 4( ) 4(1.50 1.00)

n n D D nD
f

n n n n

− 
= + = = =

− − −
      (10) 

为了使进入光纤的全部光束能在光纤内长距离传输，平行入射激光束的直径 d 最大时，光束

在光纤端面上的入射角应满足最大入射角条件： 

         

( )

2 22

0 0

12 sin

1
2 4( ) 2

d

d nD nD

n n d n n

= =

    
+ +     

− −     

       (11) 

注意到 

          

0

2 2

0

0

2

0 0 0

1 2( ) 1
   

2( )
11

2( )

2( ) 1 2( ) 2( )
1

2

n n d

n D n n dnD

n Dn n d

n n d n n d n n d

n D n D n D

−
=

−   
++   

 − 

 − − − 
 −   

  

 

上式已略去

3
d

D

 
 
 

项，将上式结果代入(11)式，结合(3)式和题给数据得 

0

sin 0.76 mm
2( )

n
d D

n n
= =

−
                           (12) 

平行入射激光束的直径最大不能超过0.76 mm . 

[解法二 

2）如解题图 b，O是微球球心，入射光束边缘

的一根光线入射到微球面上的 A 点，入射角为

 ，折射角为 O AB   ；在微球的大圆内射

到微球面上的 B 点，由于O A=O B  ，光线在 B

点的入射角 O BA  = ，折射角必定为 ；

折射出的光线与光轴交于 F 点（按题意，F 点恰

好在光纤端面上），而 AB 的延长线与光轴交于

C 点.  

    由题给条件有 

n 

解题图 b. 

 
 

F C  O  O’ 

A  
B 

  

 



 17 / 26 
 

              
0 1.00n = ， 1.50n =  

由折射定律有 

              
0n n =   

即 

              
2

3
 =                                                  (5) 

于是 

              
1

 2
3

   = =，                                           (6) 

式中， BFO =  是光线在光纤端面上的入射角. 而 

              CBF FCB = =                                        (7) 

              BO C     = − =                                       (8) 

因而， BO C 和 FCB 均为等腰三角形. 于是 

              O O OC =  

              OF FC 0.75 mm
4

D
= = =                                  (9) 

这里由于小角度近似，可近似认为 O 点为线段O C 的中点.  

3）为了使进入光纤的全部光束能在光纤内长距离传输，平行入射激光束的直径取最大值 d

时，光束在光纤端面上的入射角 BFO 应满足最大入射角条件，即 

              0.17  = =                                             (10) 

由几何关系和(6)(10)式得 

      
3

2

d

D
 = =                                             (11) 

由(10)(11)式得 

              
3

0.17 0.76 mm
2

d D=  =                                 (12) 

平行入射激光束的直径最大不能超过0.76 mm . 

] 

[解法三： 

2）如解题图 b，O是微球球心，入射光束边缘的一根光线入射到微球面上的 A 点，入射角

为 ，折射角为 O AB   ；在微球的大圆内入射到微球面上的 B 点，由于O A=O B  ，

光线在 B 点的入射角 O BA  = ，折射角必定为 ；折射出的光线与光轴交于 F 点（按

题意，F 点恰好在光纤端面上），而 AB 的延长线与光轴交于 C 点.  

    由折射定律有 

     0 sin sinn n =        (5) 

在 BO F 中，由正弦定理有 

     
O F O B

sin sin 

 
=


          (6) 

式中， BFO =  是光线在光纤端面上的

入射角. 记 BO C  = ，由几何关系有 

     2  + =              (7) 

     2( )     = − = −     (8) 

由(6)(8)式得 

n 

解题图 b. 

 
 

F C  O  O’ 

A  
B 

  

 
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2 2 2 2
2

2 2

0 0 0 0 0

sin
O F

sin[2( )] 2

1
     

4sin 1 1 sin sin sin
1 sin (1 )(1 )

2 2 2 2

D

D

n n n n n



 

   


 =
−

=
  

− − + − − +  
  

 

于是 

              

0

0 0

sin
OF O F 1

2 sin[2( )] 2

(2 )
  1 0.75mm

2( ) 2 4( )

D D

n D n n D

n n n n



 

 
= − = − − 

− 
 − = = − − 

             (9) 

式中第三步利用了近轴近似，略去了 2O( ) 项.  

3）为了使进入光纤的全部光束能在光纤内长距离传输，平行入射激光束的直径取最大值 d

时，光束在光纤端面上的入射角 BFO 应满足最大入射角条件，即 

                =                                                   (10) 

由(8)(10)式得 

                    

2 2 2 2

2 2 2 2
2 20 0 0

2

sin sin 2( ) 2sin( )cos( )

       2(sin cos cos sin )(cos cos sin sin )

       2(sin 1 sin 1 sin sin )( 1 sin 1 sin sin sin )

sin sin sin
       2 sin 1 1 sin 1 sin 1

n n n

n n

      

       

       

 
  

= − = − −

= − +

= − − − − − +

 
= − − − − − 

 

2

0

2

2 2 2 2 2
20 0 0

2 2

0 0

sin

sin sin sin sin
       2sin 1 sin (1 )(1 )

2 2 2 2

n

n n

n n n

n n n n n

 

   
 

 
+ 

 

  
= − − + − − +  

  

在(10)式右端略去了
3O( ) 项后得 

   0sin 2 1 sin
n

n
 

 
= − 

 
                                           (11) 

由几何关系得 

        sin
d

D
 =   

由上式、(11)式和题给数据得 

0

1
sin 0.76 mm

2 1

d D
n

n

= =
 

− 
 

                                (12) 

平行入射激光束的直径最大不能超过0.76 mm . 

] 
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六、宇宙射线中有大量高速飞行的 π 介子，它们会衰变成 μ 子和 μ 型反中微子
μν  

                             
μπ μ ν→ +  

已知 π 介子和 μ 子的静止质量分别为 mπ=139.57061 MeV/c2和 mμ=105.65837 MeV/c2，反中

微子 μν 的静止质量近似为零. 在实验室参照系中测得 π 介子的飞行速度大小为 v = 0.965c

（
83.00 10 m/sc =  为真空中的光速）.  

1）求上述衰变过程产生的 μ 子的最大速率和最小速率； 

2）上述衰变产生的 μ 子从距离地面 10000 m 的高空竖直向下飞行，已知静止的 μ 子的半衰

期 1
2

(0)T =1.523 s，求地面观察者能够观测到的 μ 子的最大概率.  

 

参考解答： 

1）在相对于 π 介子静止的参照系S（π 介子的质心系）中，由动量守恒有 

μ ν 0p p + =                             (1) 

式中
μp 和

νp 分别是 μ 子和 μ 型反中微子 μν 在S系中的动量 

                              
μ μ

μ 2

μ
1

m u
p

u

c


 =

 
−  

 

                       
(2) 

由能量守恒有 

                              
2

μ ν πE E m c + =
                         

(3)  

式中
μE 和

νE分别是 μ 子和 μ 型反中微子 μν 在S系中的能量 

                         

2

μ

μ 2

μ
1

m c
E

u

c

 =
 

−  
 

， ν ν( )E p c = −
              

(4)  

将(2)(4)式代入(1)(3)式得 

                         

μ
2

π

2
μ μ

1

1

u

mc
u m

c


+

=


−
                                 

(5) 

即 

                        

2 2

π μ

μ 2 2

π μ

0.2714
m m

u c c
m m

−
 = =

+

                         

(6) 

[另一解法： 

在相对于 π 介子静止的参照系S（π 介子的质心系）中，由动量守恒有 

μ ν 0p p + =                             (1) 

式中
μp 和 νp 分别是 μ 子和 μ 型反中微子 μν 在S系中的动量；由能量守恒有 

                          
2 2

kμ μ ν π( )E m c E m c + + =
                    

(2) 

式中
kμE 和 νE分别是在S系中 μ 子和 μ 型反中微子 μν 的动能。自由粒子的能量与动量满足 

           

2 2 2 2

μ μ μ ν( ) ( ) ,    E p c m c E p c
   = + =                (3) 

利用
2

μ μ μE m c = ，(2)式即 

                       
2 2

ν π μ μ  E m c m c = −                              (4) 

式中 
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μ

2

μ

2

1

1
u

c

  =


−

 

而
μu 是 μ 子在S系中的运行速度。利用(1)(3)(4)式得 

       

2 2 2

ν μ μ μ

2 2 2 2

π μ μ π μ μ μ

( )

    ( ) ( 1)

E p c p c E m c

m c m c m m c m c



 

   = = = −

 = − = − − −
 

上式两边平方得 

     
2 2 2 2 2 4 2 2

μ μ π μ π μ μ μ μ μ( ) [( ) ] 2( ) ( 1) [ ( 1)]E m c m m c m m m c m c   − = − − − − + −  

即 

   
2 2 2 2 2 4 2 2

μ μ π μ π μ μ μ μ μ( ) ( 1) [( ) ] 2( ) ( 1) [ ( 1)]m c m m c m m m c m c    − = − − − − + −  

解得 

                     

2

π μ

μ

π μ

( )
1 1.0390

2

m m

m m


−
 = + =

                      
 (5) 

由此可导出子在S系中的速度为： 

     
μ 2

μ

1
1 0.2714u c c


 = − =


                       (6) 

] 

假设在实验室系 S 中，π 介子以及衰变后的μ子的飞行方向之间的夹角为 ，这一夹角

在S系中对应于夹角 . 按相对论速度变换规则，在实验室系 S 中，μ 子的飞行速度的大小

u 满足 

     

2

μ2 2 2

μ μ

μ
μ

2

2 cos sin

1+ cos

u
u u

c
u

u

c

 



 
   + + −  

 
=




v
v v

v
 

此即 

             

2 2
μ

2 2

μ 2

μ

2

1 1

1

1 cos

u

c cu c
u

c


  
− −  

  = −
 

+ 
 

v

v
 

由上式可知，从 π 介子衰变得到的 μ 子的最大速率
minu 和最小速率 maxu 分别出现在 0 = 和

π = 的情形，正好分别相应于 0 = 和 π = 的情形. 于是由 

         
μ

μ
μ

2

cos
cos

1 cos

u
u

u

c






  +
=


+

v

v
 

可知，从 π 介子衰变得到的 μ 子的最大速率
minu 和最小速率

maxu 分别为 

     

μ 8

μmin
μ

2

0.940 2.82 10 m/s
( )

1

u
u c

u

c

− +
= = = 

−
+

v

v
                          (7) 

     

μ 8

μmax
μ

2

0.980 2.94 10 m/s

1

u
u c

u

c

 +
= = = 


+

v

v
                            (8) 

2）根据放射性衰变规律，μ 子的衰变率 ρ满足 
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1/2

 
t

0

2

t

TN

N



−

= =                                        (9) 

式中，N0 为初始 μ 子数，Nt 为 t 时刻的 μ 子数，t 为 μ 子走完 10000mh = 路程所需的时间

间隔. t 在
μ μ maxu u= 情形下最短，从而在地面附近出现的概率最大，即 

            

5

min

μ max

( ) 3.40 10  s
h

t
u

− = =                              (10) 

由于时间膨胀效应，其半衰期在地面参照系中为 

        
1
2

1
2

(0)

5

2

μ

2

0.765 10  s

1

T
T

u

c

−= = 

−

                               (11) 

从而，在地面上观测到这个 μ 子的概率为 

            

min

1/2

( )
 

max 2 4.59%

t

T


−

= =                                  (12) 

[另一解法： 

根据放射性衰变规律，μ 子的衰变率 ρ满足 

t

0

exp
N t

N




 
= = − 

 
                                 (9) 

式中，N0为初始 μ 子数，Nt 为 t 时刻的 μ 子数，τ为 μ 子的平均寿命. t 为 μ 子走完 10000 m

路程所需的时间间隔在
μ μ maxu u= 情形下最短，因而在地面附近出现的概率最大，即 

               

5

min

μ max

( ) 3.40 10 s
h

t
u

− = =                            (10) 

静止的 μ 子的平均寿命
0 可从静止的 μ 子半衰期 1

2

(0)T 求得 

1
2

(0)

6

0 2.197 10 s
ln 2

T
 −= =   

由于时间膨胀效应，其平均寿命在地面参照系下， 

                    
5 50

2

μ

2

1.10 10 s(  1.104 10 s)

1
u

c


 − −= =  

−

或           (11) 

从而，在地面上观测到这个 μ 子的概率为，  

                  

min
max

min
max

( )
exp 4.55%

( )
exp 4.59%

t

t







 
= − = 

 

 
= − = 

 

或                     (12) 

] 
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七、闪电是地球上最壮丽的自然现象之一. 人们对闪电进行了大量研究，近年来还观测到闪

电导致的瞬间发光和伽玛射线暴等新现象. 闪电通常由雷电云（离地 6-12km）放电产生，

多数闪电发生在云内，少数到达地面. 由于云内冰状颗粒相互碰撞，小颗粒冰晶带正电，随

气流上浮到云上端；较大颗粒带负电，下坠到云底端（见图 a）. 云中闪电中和了云内的正

负电荷，而云地闪电则把负电荷释放到地面.  

1）利用高空气球携带的电场测量仪测量高空中某圆柱形空域

雷电云内的电场，其强度可视为均匀分布，大小为 0.15MV/m. 

该圆柱区域的中轴线垂直于地面，半径为 2.5km，高度为

1.0km. 求该区域上下两端的电势差、正电荷总量以及携带的

总电能. 已知真空介电常量 12

0 8.85 10 F/m −=  .  

2）在起电过程中，雷电云上下两端电荷会随时间指数增加. 

当地表电场大于 1.0kV/m 时，就会发生云地闪电，因此地表

电场很少超过 10kV/m. 假定 1）中所述的雷电云从高空缓慢

整体下移，直至其负电荷层离地高度为 6.0km 时暂时保持稳

定，地面为良导体，试估算此雷电云正下方产生的地表电场

强度.  

3）云地闪电通常由带电云底端带负电的冰晶颗粒尖端放电触发，先形成一条指向地面的放

电细路径（直径为厘米量级），该细路径随时间向下延伸，并导致周围空气不断电离，逐渐

形成以原细路径（横截面大小可视为不变）为轴的粗圆柱形带电体，最后接近地面形成云地

闪电通道. 该闪电通道垂直于地面，所带负电荷总量为 2.5C（原细放电路径内所带电量相对

很小），闪电通道（中心放电细路径除外）内部电场强度大小相等. 假设闪电通道的长度远

大于其直径，闪电通道的直径远大于中心放电细路径的直径，且在闪电通道连通云地前的极

短时间内，闪电通道内部的电荷分布可视为稳定分布 . 已知大气的电场击穿阈值为

3.0MV/m，试估算该云地闪电通道的直径，并导出闪电通道（中心放电细路径除外）内的电

荷密度径向分布的表达式.  

4）闪电通道连通云地后，云底和通道内部的负电荷迅速流向地面；闪电区域的温度骤然上

升到数万摄氏度，导致其中的空气电离，形成等离子体，放出强光，同时通道会剧烈膨胀，

产生雷声，闪电的放电电流经过约 10 μs 时间即可达数万安培. 在通道底部（接近地面）向

四周辐射出频率约为 30kHz 的很强的无线电波. 由于频率低于 20MHz（此即所谓电离层截

止频率）的电磁波不能进入电离层内部，该无线电波会加热电离层底部（离地约 80km）的

等离子体，闪电电流一旦超过某阈值将导致该电离层底部瞬间发光，形成一个以强无线电波

波源（通道底部）正上方对应的电离层底部为中心的光环，最大直径可延伸到数百公里. 试

画出电离层底部光环产生与扩展的物理过程示意图，并计算光环半径为 100km 时光环扩张

的径向速度.  

5）球形闪电（球闪）的微波空泡模型认为球闪是一个球形等离子体微波空腔（空泡）. 当

闪电微波较弱时，不足以形成微波空泡，会向太空辐射，穿透电离层，可被卫星观测到. 实

际上，卫星确实观测到了这种微波辐射. 但卫星观测信号易受电离层色散的干扰，携带探测

器的高空气球可到达雷电云上方观测，以避免此类干扰. 为了在离地 12km 的高空观测闪电

发出的微波信号，需要在该区域悬浮一个载荷（包括气球材料和探测器）为50kg 的高空氦

气球，求此气球在高空该区域悬浮时的体积. 已知在离地 12km 的高度以下，大气温度随高

度每升高 1km 下降 5.0 K，地面温度
0 290KT = ，地面压强 5

0=1.01 10 pap  ，空气摩尔质

量 29g/molM = ；气球内氦气密度（在离地高度 12km 处的值） 3

He 0.18kg/m = . 重力加

速度 29.8m/sg = ，气体普适常量 8.31 J/(K mol)R =  .  

 

参考解答： 

1）该圆柱形雷电云空域的电荷分布可近似认为是一个平行板电容器，其电容为 

           

0SC
d


=                       (1)

 

式中
2πS r= ， 2.5 kmr = ， 1.0 kmd = . 该区域上下两端的电势差为 

图 a. 雷电云的电荷分布

示意图 
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           150MVU Ed= =                       (2)  

式中 0.15MV/mE = . 所带正电荷总量为 

           

2

0π 26 C
r U

Q CU
d


= = =                   (3)

 

携带的总电能为 

           
91

2.0 10 J
2

W QU= =           (4)
 

2）将地面考虑为平面导体. 应用镜像电荷法，可得高度为 h 的点电荷 Q 产生的地面电场为 

           
2 2

0 0

1
2

4π 2π

Q Q
E

h h 
=  =           (5)

 

雷电云正负电荷产生的总地表电场为 

  
2 2 2 2

0 0 0

( ) 1 1
+ 3.5 kV/m

2π ( ) 2π 2π ( )

Q Q Q
E

h d h h d h  

−  
= = − = − + +   

  (6)
 

已利用(3)式和题给数据 6.0 km  1.0 km  2.5 kmh d r= = =， ， . 结果为负，说明电场方向垂

直于地面朝上.  

[另一解法（较为精确的计算）： 

考虑圆盘上一圆环形的电荷微元 

                    2π ddq r r  =  

其中 r为圆盘半径， 2/ (π )Q r = 为圆盘面电荷密度. 该电荷微元在圆盘中轴线（过圆盘中

心且与圆盘垂直的轴线）上与盘相距 x 处产生的电势为 

                    
2 2 2 2

0 0

d d
d

4π 2

q r r
U

r x r x



 

 
= =

 + +
     

 

整个带电圆盘在圆盘中轴线上与盘相距 x 处产生的电势为 

              
2 2

2 20 0
0 0

d
d

2 2

r r r r
U U r x x

r x

 

 

 
= = = + −

 +
  ( )   

 
整个带电圆盘在圆盘中轴线上与盘相距 x 处产生的电场为 

               
2 2

0

d
1

d 2

U x
E

x r x





 
= − = − 

+ 
          

 

雷电云负电荷圆盘在 x h= 产生的电场为

 

               
2 2

0

1
2

h
E

r h




−

−  
= − 

+ 
         

 

式中 h 为负电荷的高度. 正电荷圆盘在 x h d= + 产生的电场为

 

               

2 2
0

1
2 ( )

h d
E

r h d




+

+ 
= − 

+ + 

            

将地面考虑为平面导体. 应用镜像电荷法，得到正负电荷产生的地面电场为

 

             

2 2 2 2
0

2 2 2 2 2
0

2( + )
( )

       
π ( )

h h d
E E E

r h r h d

Q h h d

r r h r h d







+ −

+ 
= = − 

+ + + 

+ 
= − 

+ + + 

地面

     (5)  
 

已利用了(3)式. 代入题给数据 6.0 km  1.0 km  2.5 kmh d r= = =， ， ，得 

           
2.8 kV/mE = −地面

              (6) 
 

结果为负，说明电场方向垂直于地面朝上.  

]
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3）闪电通道的线电荷密度为 

44.2 10 C/m
Q

h
 −= =               (7) 

式中 2.5 C 6.0 kmQ h= =， . 利用高斯定理得，圆柱电荷体系外的电场为 

             02π
rE

r




 =


             (8)

 

式中 r为到圆柱中轴线的距离. 闪电通道的表面（柱面）电场应为击穿电场，故其直径为
 

              0

5.0 m
π

D
E




 =

击穿

             (9)
 

式中 3.0 MV/mE =
击穿

.  

    由题设，闪电通道的长度远大于其直径，闪电通道的直径远大于中心放电细路径的直径，

闪电通道可视为无穷长的直圆柱体. 在该直圆柱体上下两端面的电场通量（边缘效应）可忽

略. 在闪电通道内部，取与闪电通道同轴的圆柱形封闭面（包含中心放电细路径），应用高

斯定理得 

              

0

0

2π d ( )
2π

r

r L r r
rLE





  
=


击穿

           (10) 

此即 

              
0

0
d ( )

r

r E r r r   = 击穿
 

将上式两边对 r 求导得

 
              0 ( )E r r =

击穿
           (11) 

于是，闪电通道内（中心放电细路径除外）电荷密度分布为

 
              

1

0( )r E r  −=
击穿                 (12)  

4）电离层底部光环产生与扩展的物理过程示意图如解题图 a 所示. 

图中，无线电波从闪电 O 点在 0t =  

时刻以球面波形式辐射出来，波前在

At t= 时刻到达电离层底面 A 处时开

始加热该电离层底部的 A 处，这对应

光环的出现时刻. 由于频率低于电离

层截止频率（30kHz<<20MHz），无

线电波不能进入电离层，无线电波的

波前会掠过电离层底面 . 当波前在

Bt t= 时刻到达 B 点时，对应的光环

的半径就为AB r= .  

    假设在较短的时间 t 内，光环外径从 B 传播到 C；对应的无线电波的波前从 B 点传播

到了 D 点. 由于无线电波的传播速度为c，故 

        BD c t=                    (13)  

其中 c 是光速. 光环从 B 到 C 的移动速度为 

      

BC BC

cosBD

c
c

t 
= = =


v              (14) 

 
由几何关系有 

       

2 2

AB AB
cos

OB OA AB

 = =

+

                (15) 

由(14)(15)式得 

  解题图 a. 电离层底部光环产生与扩展的物理过程 
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2 2

OA AB

AB
c

+
=v                (16) 

代入题给数据 80 km  100 kmOA AB= =， ，得 

       
81.28 3.8 10  m/sc= = v                 (17)  

[另一解法： 

电离层底部光环产生与扩展的物理过程示意图如解题图 a 所示. 8 分 

图中，无线电波从闪电 O 点在 0t =  时刻

以球面波形式辐射出来，波前在
At t= 时刻

到达电离层底面 A 处时开始加热该电离层

底部的 A 处，这对应光环的出现时刻. 由

于 频 率 低 于 电 离 层 截 止 频 率

（30kHz<<20MHz），无线电波不能进入电

离层，无线电波的波前会掠过电离层底面. 

当波前在 Bt t= 时刻到达 B 点时，对应的

光环的半径就为AB r= .  

    由于无线电波的传播速度为c，故 

    AOA ct= ， AOB ( )c t t= +                             (13) 

式中 t是光环从 A 扩展至 B 所用时间. 由几何关系 

        
2 2

AB OB OA= −  

得 

        
2 2 2

A( )r c t t h= + −                                  (14)  

将(14)式两边对 t微商得 

        

2

A

2 2 2

A

d ( ) OB

d cosAB( )

r c t t c
c

t c t t h 

+
= = = =

+ −
v                (15)  

由几何关系有 

       

2 2

AB AB
cos

OB OA AB

 = =

+

                 

由上式和(15)式得 

       

2 2

OA AB

AB
c

+
=v                (16) 

代入题给数据OA 80 km  AB 100 km= =， ，得 

       
81.28 3.8 10  m/sc= = v                 (17)  

] 

（5）气球在高空悬浮的条件是 

        He 0 1 0m g V g V g + =负载                   (18) 

式中m负载为气球及载荷的总质量， 1 为高空的大气密度， 0V 是此气球在此高度悬浮时的

体积. 由(18)式得 

        

0

1 He

m
V

 
=

−

负载
              (19) 

求出 1 即可得气球体积.  

    按题意，空气温度随高度的变化关系为 

解题图 a. 电离层底部光环产生与扩展的物理过程 
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        0  T T z= −             (20)
 

其中
35.0 10 K/m −=  . 空气压强随高度的变化满足 

d dzp g= −                       (21) 

由理想气体状态方程 

        
m

pV RT
M

=  

可得空气密度 

m Mp

V RT
 = =                                (22) 

式中m 和V 分别为空气质量和体积， M 为空气摩尔质量，  为空气密度， R 为普适气体

常量. 将(22)式代入(21)式得 

0

d dz dz
 

Mg Mg p
p p

RT R T z
= − = −

−
                (23) 

由(23)式得 

0

0 0

d dz d( )p Mg Mg T z

p R T z R T z



  

−
= − =

− −
                  (24) 

两边积分得 

0

0 0

ln ln
p Mg T z

p R T





   −
=   

   
                              (25) 

于是 

0

0

1

Mg

Rz
p p

T

 
= − 

 
                   (26) 

相应的空气密度为 

1

0 0
0 0

0 0 0

1 1 1

Mg Mg Mg

R R RMp z T z z

RT T T T T

    
  

−

     
= − = − = −     

       

  (27) 

推导中用到了 

         0
0

0

Mp

RT
 =

                                                

(28) 

由(27)式和题给数据得，离地高度 12 kmz = 处的空气密度为 
3

1 0.31 kg/m =                         (29) 

将(29)式代入(19)式得 
2 3

0 3.8 10 mV =                     (30) 

 

 


