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                                         考生须知 

1、 考生考试前务必认真阅读本须知。 

2、 本试卷考试时间为 3 个小时。 

3、 本试卷从本页开始，共 8 张（16 页），含八道大题，总分为 140 分。试卷的每一页下面标

出了该页的页码和试卷的总页数，请认真核对每一页的页码和总页数是否正确，每一页中是否有

印刷不清楚的地方，发现问题请及时与监考老师联系。 

4、 每道试题后面留有空白，请在每题后面的空白处写相应题目的解答。 

5、 计算题的解答应写出必要的文字说明、方程式和重要的演算步骤, 只写出最后结果的不能

得分。有数值计算的, 答案中必须明确写出数值和单位。 

6、 试卷的密封线内不允许答题；请在每页试卷的正面答题；当某题正面的空白不够用时，可

以把解答写在该题的反面，但需要在正面明确注明；凡未明确注明的，不予评阅。 

7、 考生可以用发的草稿纸打草稿，但需要阅卷老师评阅的内容一定要写到本试卷相应题目后

面的空白处；阅卷老师只评阅试卷上的内容，写在草稿纸上的解答一律无效。 

--------------------------------------------以下为试题------------------------------------------ 

一、（15 分） 

一质量为m 的小球在距水平地面 h 高处以水平速度 2gh 抛出，空气阻力不计. 小球每次

落地反弹时水平速度不变，竖直速度大小按同样的比率减小. 若自第一次反弹开始小球的

运动轨迹与其在地面的投影之间所包围的面积总和为 28

21
h ，求小球在各次与地面碰撞过

程中所受到的总冲量.  

提示：小球每次做斜抛运动（从水平地面射出又落至地面）的轨迹与其在地面的投影之间所包围的面积等于其

最大高度和水平射程乘积的
2

3
. 

题号 一 二 三 四 五 六 七 八 总分 
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得分 阅卷 复核 
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二、（15 分） 

质量均为m 的小球 1 和 2 由一质量可忽略、长度为 l 的刚性轻

杆连接，竖直地靠在墙角，小球 1 在杆的上端，如图所示. 假

设墙和地面都是光滑的. 初始时给小球 2 一个微小的向右初速

度. 问在系统运动过程中，当杆与竖直墙面之间的夹角等于何

值时，小球 1 开始离开竖直墙面？ 

 

得分 阅卷 复核 
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三、（25 分） 

太空中有一飞行器靠其自身动力维持在地球赤道的正上方 L = aRe处，相对于赤道上的

一地面物资供应站保持静止. 这里， Re为地球的半径，a 为常数，a >am，而 

1 3

2 3
1e

m

e e

GM

R




 
= − 
 

， 

M e和w e分别为地球的质量和自转角速度，G为引力常数. 设想从供应站到飞行器有一根用于运送物资的刚

性、管壁匀质、质量为mp
的竖直输送管，输送管下端固定在地面上，并设法保持输送管与地面始终垂直. 推

送物资时，把物资放进输送管下端内的平底托盘上，沿管壁向上推进，并保持托盘运行速度不致过大. 忽略托

盘与管壁之间的摩擦力，考虑地球的自转，但不考虑地球的公转. 设某次所推送物资和托盘的总质量为m . 

1. 在把物资从供应站送到飞行器的过程中，地球引力和惯性离心力做的功分别是多少？ 

2. 在把物资从供应站送到飞行器的过程中，外推力至少需要做多少正功？  

3. 当飞行器离地面的高度（记为 L0）为多少时，在把物资送到飞行器的过程中，地球引力和惯性离心力所做

功的和为零？ 

4. 如果通过适当控制飞行器的动力，使飞行器在不输送物资时对输送管的作用力恒为零，在不输送物资的情况

下，计算当飞行器离地面的高度为 L = aRe (a >am )时，地面供应站对输送管的作用力；并对 L > L0、L = L0 、

amRe < L < L0三种情形，分别给出供应站对输送管作用力的大小和方向. 

得分 阅卷 复核 
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四、（20 分） 

一电路包含内阻为
ER 、电动势为 E 的直流电源和 N 个阻值均为 R 的相同电阻，有 1N +

个半径为 r 的相同导体球通过细长导线与电路连接起来. 为消除导体球之间的互相影

响，每个导体球的外边都用内半径为 0 ( )r r 的同心接地导体薄球壳包围起来，球壳上

有小缺口容许细长导线进入但与其绝缘，如图所示. 把导体球按照从左向右的顺序依次编号为 1 到 1N + . 所有

导体球起初不带电，开关闭合并达到稳定状态后，导体球上所带的总电量为Q . 问导体球的半径是多少？已知

静电力常量为 k .  

 

 

得分 阅卷 复核 
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五、（20 分） 

如图，处于超导态、半径为 0r 、质量为m 、自感为 L 的超导细圆

环处在竖直放置的柱形磁棒上方，其对称轴与磁棒的对称轴重合. 

圆环附近的磁场具有柱对称性，磁感应强度 B可用一个竖直分量

0(1 2 )zB B z= − 和一个径向分量
0rB B r= 近似地描述. 这里 0B 、 为大于零的常量， z 、

r 分别为竖直和径向位置坐标. 在 0t = 时刻，环心的坐标为 0z = 、 0r = ，环上电流为
0I（规

定圆环中电流的正向与 z 轴正向满足右手规则）. 此时把圆环释放，圆环开始向下运动，

其对称轴仍然保持竖直. 处于超导态的超导细圆环具有这样的性质：穿过超导细圆环的磁通量保持不变. 

1. 圆环作何种运动？给出环心的 z 坐标与时间的依赖关系.  

2. 求 t 时刻圆环中电流 I 的表达式. 

得分 阅卷 复核 

   
Bz
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六、（15 分） 

一厚度为 t的薄金属盘悬吊在温度为 300.0K 的空气中，其上表面受太阳直射，温度为

360.0K ，下表面的温度为340.0K . 空气的温度保持不变，单位时间内金属盘每个表面

散失到空气中的能量与此表面和空气的温度差以及此表面的面积成正比，忽略金属盘

侧面的能量损失. 若金属盘的厚度变为原来的 2 倍，求金属盘上、下表面的温度. 

得分 阅卷 复核 
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七、（15 分） 

亚毫米细丝直径的双光束干涉测量装置如图(a)所示，其中M1、M2、M3为全反射镜，

相机为 CCD (电荷耦合装置)相机. 来自钒酸铱自倍频激光器的激光束被分束器分成两

束，一束经全反镜M1反射后从上侧入射到细丝上；另一束经全反镜M3和M2相继反射

后从下侧入射到细丝上. 图(b)给出了两条反射光线产生干涉的光路，其中q1、q2分别为上、下两侧的入射角，

D为细丝轴线到观察屏(即相机感光片)的距离，P为两条反射线在观察屏上的交点. 已建立这样的直角坐标系：

坐标原点O位于细丝的轴线上，x轴(未画出)沿细丝轴线、 指向纸面内， y轴与入射到细丝上的光线平行( y轴

的正向向上)， z轴指向观察屏并与其垂直. 已知光波长为 ，屏上干涉条纹的间距为 a . 由于 D 远大于细丝直

径和观察屏的尺寸，可假设投射到屏上的只有非常接近平行于 z轴的细光束.  

  

 
          图(a)                                          图(b) 

 

1. 由于细丝到观察屏的距离远大于观察屏的尺寸，因而上、下两侧的入射光只有 45入射角附近的细光束经细

丝反射到屏上，上、下两侧的反射光束分别形成两个虚像. 试求这两个虚像的位置. (注：当 x ～0 时，sin x～

x，cos x～1) 

2. 求细丝的直径 d .  

 

 

 

 

得分 阅卷 复核 
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八、（15 分） 

相对于站立在地面的李同学，张同学以相对论速率 v向右运动，王同学以同样的速率 v
向左运动. 当张同学和王同学相遇时，三位同学各自把自己时钟的读数调整到零. 当张

同学和王同学之间的距离为 L时(在地面参考系中观察)，张同学拍一下手. 已知张同学

和王同学之间的相对速率为 

                         2

2

1
r

c


=

+
v , 

其中
c

 =
v
， c为真空中的光速.   

1. 求张同学拍手时其随身携带的时钟的读数.  

2. 从王同学自身静止的参考系看，在张同学拍手这一事件发生的时刻，王同学也拍一下手. 从张同学自身静止

的参考系看，在王同学拍手这一事件发生的时刻，张同学第二次拍一下手. 从王同学自身静止的参考系看，

在张同学第二次拍手这一事件发生的时刻，王同学第二次拍一下手. 照此继续下去. 求当张同学第 n次拍手

时地面参考系中张、王同学之间的距离.  

3. 从李同学自身静止的参考系看，张同学和王同学依次拍手的时刻为多少？并指出这些时刻的顺序.  

得分 阅卷 复核 
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第 30 届全国中学生物理竞赛决赛考试试题、解答与评分标准 

2013年 10月 26 日 
 

一、（15 分） 一质量为 m 的小球在距水平地面 h 高处以水平速度 2gh 抛出，空气阻力不计. 小球每

次落地反弹时水平速度不变，竖直速度大小按同样的比率减小. 若自第一次反弹开始小球的运动轨迹与其在

地面的投影之间所包围的面积总和为 28

21
h ，求小球在各次与地面碰撞过程中所受到的总冲量.  

提示：小球每次做斜抛运动（从水平地面射出又落至地面）的轨迹与其在地面的投影之间所包围的面

积等于其最大高度和水平射程乘积的
2

3
. 

参考解答： 

设小球每次落地反弹时，反弹后的竖直速度大小是反弹前的 倍. 第一次落地时竖直速度为 

0 2gh=v                                         (1) 

第一次反弹竖直速度大小为 

                    1 2 , 0 1gh =  v .                                 (2) 

第一次反弹高度为 

                    

2
21

1
2

h h
g

= =
v

.                                         (3) 

第一次反弹后飞行时间为 

                     
1

1

2
2 2

h
t

g g
= =

v
.                                     (4) 

第一次反弹至第二次反弹时水平方向的位移为 

                     1 12 4x gh t h= = .                                    (5) 

小球在第一次反弹至第二次反弹之间的运动轨迹与其在地面的投影之间所包围的面积为 

                     
3 2

1 1 1

2 8

3 3
S h x h= = .                                    (6) 

设第 n 次反弹后至 1n + 次反弹前的最大竖直速度大小和上升的最大高度分别为
nv 和

nh . 由题意和

上述论证知 

                     1n n+ =v v ,                                         (7) 

                     
2

1n nh h+ = ,                                         (8) 

                     1n nt t+ = ,                                         (9) 

                     1n nx x+ = ,                                        (10) 

                     
3

1n nS S+ = .                                        (11) 

   
S

1
,S

2
, 构成一无穷递缩等比数列，其总和为 

                     
3 6 21

1 3
1

8
(1 )

1 21
n

n

S
S S S h 





=

= = + + + = =
−

              (12) 

由(6)、(12)式有 

                        1

2
 =                                              (13) 

设
nI 表示小球在第 n （ 1n  ）次碰撞过程中小球受到的作用力的冲量，由动量定理有 

                     1 1( ) (1 )n n n nI m m m − −= − − = +v v v                       (14) 

由于小球每次反弹前后速度的水平分量不变，小球每次碰撞过程中受到的沿水平方向的冲量为零. 小球

在各次与地面碰撞过程中所受到的总冲量为 



 2 

                        
2

0 0

1

1
( )(1 )(1 )

1
n

n

I I m m


  




=

+
= = + + + + =

−
 v v        (15) 

方向向上. 将(13)式代入(15)式得 

                        
03 3 2I m m gh= =v                      (16) 

评分标准：本题 15 分. 

(1)至(6)式各 1 分，(11)式 4 分，(12)至(16)式各 1 分. 

 

二、（15 分） 质量均为m 的小球 1 和 2 由一质量可忽略、长度为 l 的刚

性轻杆连接，竖直地靠在墙角，小球 1 在杆的上端，如图所示. 假设墙和地面

都是光滑的. 初始时给小球 2 一个微小的向右初速度. 问在系统运动过程中，

当杆与竖直墙面之间的夹角等于何值时，小球 1 开始离开竖直墙面？ 

 

参考解答：如图，在小球 1 未离开竖直墙面之前，杆与竖直墙面之间夹角为q 时，小球 1 的坐标为 

1 10, cosx y l = = , (1) 

小球 2 的坐标为 

2 2sin , 0x l y= = . (2) 

小球 1 的速度为 

1 1
1 1

d d
0, sin

d d
x y

x y
l

t t
 = = = = −v v ， (3) 

式中
d

dt


 = 是杆的转动角速度. 小球 2 的速度为 

2 2
2 2

d d
cos , 0

d d
x y

x y
l

t t
 = = = =v v . (4) 

由机械能守恒，有 

( ) ( )2 2 2 2 2 2

1 1 2 2

1 1 1
cos cos

2 2 2
x y x ymgl m m mgl ml mgl  = + + + + = +v v v v .          (5) 

由上式得 

                     
( )2 1 cosg

l




−
= .                            (6) 

这里考虑到随着时间 t的增加，q 变大，因此 0  ，从而舍去负根. 

系统质心 c 的 x坐标为 

                    1 2 1
sin

2 2
c

mx mx
x l

m


+
= = .                         (7) 

质心速度的 x分量为 

d 1
cos

d 2

c
cx

x
l

t
 = =v .                            (8) 

质心加速度的 x分量为 

                    2d 1 1 d
sin cos

d 2 2 d

cx
cxa l l

t t


  = = − +

v
.               (9) 

由(6)式得 

                     
( )

d 1 2
sin sin

d 2 1 cos

g g

t l l


  


= =

−
.               (10) 

在得到上述结果时又利用了(6)式. 把(6)、(10)式代入(9)式，得 

 
acx =

dvcx

dt
= -gsinq 1- cosq( ) +

1

2
gsinq cosq = gsinq

3

2
cosq -1

æ

èç
ö

ø÷
.        (11) 

设竖直墙面对小球 1 的正压力为T ，质心 c 在 x 方向的运动满足 

2 cxT ma= .                                     (12) 

由(12)式可知，当 acx = 0时， 

0T = ，                                       (13) 



 3 

小球 1 开始离开竖直墙面. 由(11)式得，小球 1 开始离开竖直墙面时，夹角q 满足方程 

sinq
3

2
cosq -1

æ

èç
ö

ø÷
= 0.                              (14) 

方程(13)的一个解满足 sinq = 0，故q = 0，此角度对应初始位置；方程(13)的另一个解满足
3

cos 1 0
2

 − = ，

故 

2
arccos

3
 = .                                    (15) 

此即小球 1 开始离开竖直墙面时杆与竖直墙面之间的夹角. 

 

评分标准：本题 15 分. (1)至(15)式各 1 分. 

 

 

三、（25 分）太空中有一飞行器靠其自身动力维持在地球赤道的正上方 L = aRe处，相对于赤道上

的一地面物资供应站保持静止. 这里， Re为地球的半径，a 为常数，a >am，而 

1 3

2 3
1e

m

e e

GM

R




 
= − 
 

， 

M e和w e分别为地球的质量和自转角速度，G为引力常数. 设想从供应站到飞行器有一根用于运送物资

的刚性、管壁匀质、质量为 mp
的竖直输送管，输送管下端固定在地面上，并设法保持输送管与地面始

终垂直. 推送物资时，把物资放进输送管下端内的平底托盘上，沿管壁向上推进，并保持托盘运行速度

不致过大. 忽略托盘与管壁之间的摩擦力，考虑地球的自转，但不考虑地球的公转. 设某次所推送物资

和托盘的总质量为 m . 

1. 在把物资从供应站送到飞行器的过程中，地球引力和惯性离心力做的功分别是多少？ 

2. 在把物资从供应站送到飞行器的过程中，外推力至少需要做多少正功？  

3. 当飞行器离地面的高度（记为 L0）为多少时，在把物资送到飞行器的过程中，地球引力和惯性离心力

所做功的和为零？ 

4. 如果通过适当控制飞行器的动力，使飞行器在不输送物资时对输送管的作用力恒为零，在不输送物资

的情况下，计算当飞行器离地面的高度为 L = aRe 
(a >am )时，地面供应站对输送管的作用力；并对

L > L0、 L = L0 、amRe < L < L0三种情形，分别给出供应站对输送管作用力的大小和方向. 

 

参考解答： 

1. 当物资（包括托盘，以下类似） m距地心 r处时，物资 m与地球系统的引力势能UG 和物资m受到的

由于地球自转引起的惯性离心力 FL分别为 

UG = -
GM em

r
, FL = mw e

2r .                                        (1) 

这里已取由地心向外的方向为力的正向. 先计算地球引力对物资 m所做的功. 当物资 m分别在供应站和

飞行器处时，物资 m与地球系统的引力势能为 

UG Re( ) = -
GMem

Re

, UG L + Re( ) = -
GM em

L + Re

= -
GMem

(a +1)Re

.                  (2) 

由功能原理，地球引力对物资 m所做的功为 

        WG = UG Re( )-UG L + Re( ) = -
GM em

Re

1-
1

a +1

æ

èç
ö

ø÷
= -

aGM em

a +1( )Re

.       (3) 

再计算惯性离心力对物资 m所做的功
LW . 由于惯性离心力与 r成正比，可用物资在供应站处的惯性

离心力和物资在飞行器处的惯性离心力的平均值来计算惯性离心力的功. 于是 

WL =
1

2
FL Re( ) + FL L + Re( )éë ùûL =

1

2
mwe

2 Re + L + Re( )éë ùûL =
1

2
a a + 2( )mw e

2Re

2 .   (4) 
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2. 物资离开供应站后，地球吸引力变小而惯性离心力变大. 当惯性离心力大于地球吸引力时，就不再需

要推动物资做功了. 因此，需要外力做正功的路程为从出发点到地球吸引力等于惯性离心力之处. 令 r0 为

地球吸引力等于惯性离心力之处到地心的距离，则有 

 
GM em

r0

2
= mw e

2r0
,                        

或 

                           r0 =
GM e

w e

2

æ

èç
ö

ø÷

1 3

.                         (5) 

物资到 r0处时，地球引力所做的功为 

WG r0( ) = UG Re( ) -UG r0( ) = -
GM em

Re

+
GM em

r0

= -
GM em

Re

1-
Re

r0

æ

èç
ö

ø÷
,       (6) 

惯性离心力所做的功为 

WL r0( ) =
1

2
FL r 0( )+ FL Re( )éë ùû r0 - Re( ) =

1

2
mw e

2 r0

2 - Re

2( ) .               (7) 

因此，为了把物资从供应站推送到飞行器，外推力至少需要做的正功为 

( ) ( ) ( )2 2 2

min 0 0 0

0

3

0 0

1
1

2

3 1
1 0.

2 2

e e
G L e e

e

e e e

e

GM m R
W W r W r m r R

R r

GM m R R

R r r


 

= − + = − − −    
 

  
= − +   

      

 

这里，利用了(5)式. 再将(5)式代入上式得 

( )
2 32 2

min

1 3
.

2 2

e
e e e e

e

GM m
W m R m GM

R
 = + −

          

        (8) 

 

3. 令(3)式和(4)式之和等于零，则有 

 -
aGM em

a +1( )Re

+
1

2
a a + 2( )mw e

2Re

2 = 0 , 

即 

                   a 2 + 3a + 2 1-
GM e

w e

2Re

3

æ

èç
ö

ø÷
= 0 ,                     (9) 

其解为 

a± =
1

2
-3± 1+

8GM e

w e

2Re

3

æ

èç
ö

ø÷

1 2é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
.                  (10) 

舍去a 的负根并令 

                   a0 ºa+ =
1

2
-3+ 1+

8GM e

w e

2Re

3

æ

èç
ö

ø÷

1 2é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,               (11) 

则飞行器到地面的距离为 

                 L0 = a0Re =
Re

2
-3+ 1+

8GM e

w e

2Re

3

æ

èç
ö

ø÷

1 2é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
.               (12) 

      

4. 为求供应站对输送管的作用力，先计算在输送管向下运动无限小距离 l 过程中，地球引力、惯性离

心力、地面供应站对输送管作用力所做的功. 由于输送管处于平衡状态，因此这三个力对任何无限小位

移所做功的和为零. 为计算地球引力、惯性离心力所做的功，可以把输送管向下运动无限小距离 l 想象

成输送管最上面无限小的一段 l  (质量为 pm m l L =  )无限缓慢地移动到最下面. 在此过程中地球引

力和惯性离心力所做的功可从类似于上面(3)式和(4)式中的结果求出. 这一无限小的一段 l 在距地心 r
处时，地球引力势能和惯性离心力分别为 
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         2 21
,

e pe
G L e p e

GM m lGM m
U F m r m r l

r Lr L
 


= − = − =  =  .         (13) 

在输送管最上面无限小的一段 l 无限缓慢地移动到最下面的过程中，地球引力所做的功为 

     ( ) ( )
( ) 2

1
1

1 1

e p e p

G G e G e

e e

GM m GM m
W U L R U R l l

LR R 

 
 = + − = −  =  

+ + 
,     (14) 

惯性离心力所做的功为 

( ) ( ) ( ) 21 1
2

2 2
L L e L e p e eW F R F L R L m R l  = − + + = − +    .           (15) 

取供应站对输送管的作用力
baseF 向下为正向. 在输送管向下运动无限小距离 l 过程中，

baseF 所做的功为 

base baseW F l =  .                                   (16) 

由
base 0G LW W W + + = ，有 

               
( )

( ) 2

base2

1
2 0

1 2

e p

p e e

e

GM m
l m R l F l

R
 


 − +  +  =

+
.          (17) 

于是， 

Fbase = -
GM emp

a +1( )Re

2
+

1

2
a + 2( )mpwe

2Re
.                  (18) 

若 Fbase < 0，则供应站对输送管作用力的方向向上. 

为便于讨论 L > L0、 L = L0 、amRe < L < L0三种情形，将(18)式改写为 

Fbase = -
GM emp

a +1( ) Re

2
+

1

2
a + 2( )mpw e

2Re =
mpw e

2Re

2 a +1( )
a +1( ) a + 2( ) -

2GM e

w e

2Re

3

é

ë
ê

ù

û
ú

=
mpw e

2Re

2 a +1( )
a -a+( ) a -a-( ) =

mpw e

2Re

2 a +1( )
a -a0( ) a -a-( ).

      

 (19) 

式中，
由(10)式给出，

0 由(11)式给出.  

对于 L > L0，亦即a >a0，供应站对输送管作用力的大小由(18)式或(19)式给出，方向向下. 对于

L = L0 ，亦即a = a0，由(19)式有 

Fbase = 0  ( L = L0 ).                              (20) 

对于amRe < L < L0，亦即am <a <a0，由(19)式可知Fbase < 0 . 在此情形下，供应站对输送管作用力的大

小为 

                Fbase =
GM emp

a +1( )Re

2
-

1

2
a + 2( )mpw e

2Re
.               (21) 

方向向上. 

 

评分标准：本题 25 分.  

    第 1 问 6 分， 

(1)、(3)、(4)式各 2 分. 

第 2 问 6 分， 

(5)式 2 分， (6)、(7)式各 1 分，(8)式 2 分. 

第 3 问 4 分， 

(9)式 2 分，(10)式 1 分，(11) 或(12)式 1 分. 

第 4 问 9 分， 

(13)至(16)式各 1 分，(18)式 1 分，(19)式 2 分，(20)、(21)式各 1 分. 

 

四、（20 分） 一电路包含内阻为
ER 、电动势为 E 的直流电源和 N 个阻值均为 R 的相同电阻，有 1N +

个半径为 r 的相同导体球通过细长导线与电路连接起来. 为消除导体球之间的互相影响，每个导体球的外边都

用内半径为 0 ( )r r 的同心接地导体薄球壳包围起来，球壳上有小缺口容许细长导线进入但与其绝缘，如图所

示. 把导体球按照从左向右的顺序依次编号为 1 到 1N + . 所有导体球起初不带电，开关闭合并达到稳定状态

后，导体球上所带的总电量为Q . 问导体球的半径是多少？已知静电力常量为 k .  
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参考解答： 

开关闭合经过较长时间后，电路中将流过稳定的直流电流，导体球上也将有稳定的电荷分布.设第 i 个导

体球所带电量为
iQ ，那么包围它的导体球壳就带有电荷 iQ− ，这些电荷必定分别均匀地分布在两个球面

上，因而导体球和外球壳之间的电势差为 

                  

0

1 1
i iU kQ

r r

 
 = − 

 

,                                   (1) 

而外面的导体球壳是接地的，所以第 i 个导体球本身的电势就是 

                  

0

1 1
i iU kQ

r r

 
= − 

 

.                                       (2) 

将(2)式两边对所有的导体球求和，得 

                  
1

10

1 1 N

i

i

k Q U
r r

+

=

 
− = 

 
 ,                                    (3) 

其中 

                  
1

1

N

i

i

Q Q
+

=

=                                             (4) 

是导体球上所带的总电量. 同时，电路中的直流电流为 

                   

E

E
I

NR R
=

+
.                                        (5) 

于是第 i个导体球的电势为 

                    
( 1)

( 1)i

E

i ER
U i IR

NR R

−
= − =

+
.                            (6) 

把(6)式代入(3)式得 

               ( )
1

10

1 1 1
1 ( 1)

2

N

iE E

ER ER
k Q i N N

r r NR R NR R

+

=

 
− = − = + 

+ + 
 .       (7) 

由(7)式可解得 

                    
1

0

( 1) 1

2 ( )E

N N ER
r

kQ NR R r

−

 +
= + 

+ 

.                             (8) 

 

评分标准：本题 20 分.  

(1)式 4 分，(2)、(3)式各 2 分，(4)式 1 分，(5)、(6)、(7)式各 3 分，(8)式 2 分. 

 

五、（20 分） 如图，处于超导态、半径为 0r 、质量为 m 、自感为 L 的超导细圆

环处在竖直放置的柱形磁棒上方，其对称轴与磁棒的对称轴重合. 圆环附近的磁场具有

柱对称性，磁感应强度 B可用一个竖直分量
0(1 2 )zB B z= − 和一个径向分量

0rB B r=

近似地描述. 这里 0B 、 为大于零的常量，z 、r 分别为竖直和径向位置坐标. 在 0t = 时

刻，环心的坐标为 0z = 、 0r = ，环上电流为
0I （规定圆环中电流的正向与 z 轴正向满

Bz

Br
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足右手规则）. 此时把圆环释放，圆环开始向下运动，其对称轴仍然保持竖直. 处于超导态的超导细圆环具有

这样的性质：穿过超导细圆环的磁通量保持不变. 

1. 圆环作何种运动？给出环心的 z 坐标与时间的依赖关系.  

2. 求 t 时刻圆环中电流 I 的表达式. 

 

参考解答： 

1. 超导细圆环上有电流 I 时，穿过超导圆环的磁通量为 

                       2

0 zr B LI = +                                  (1) 

把
0(1 2 )zB B z= − 代入上式，得 

                       2

0 0(1 2 )r B z LI  = − + .                           (2) 

由于穿过超导圆环的磁通量保持不变，因此 为常量. 由初始条件： 0t = 时， 0z = 、 0r = ，
0I I= ，有 

                      2

0 0 0 0r B LI = + .                                   (3) 

于是 

                      2

0 0 0

2
( )I r B z I I z

L
 = +  .                           (4) 

现在考虑作用在圆环上的安培力. 由于磁场为非均匀磁场，因此作用在圆环上的安培力不为零. 由

于轴对称性，安培力的方向沿轴线. 作用在圆环上的安培力为 

 

A 0

2

0 0 0 0 0 0

0

( ) ( ) ( )2

2
        2

        ,

rF z B z I z r

B r r B z I r
L

kz F



   

= −

 
= − + 

 

= − −

                   (5) 

其中 

                      

2 2 2 4

0 0

2

0 0 0 0

4
,

2 .

k B r
L

F B r I

 



=

=

                                   (6) 

再考虑到作用在圆环上的重力 ( )gF z mg= − ，作用在圆环上的合力为 

                      A 0( ) ( ) ( ) ( )gF z F z F z kz mg F= + = − − + .                 (7) 

在平衡位置
0z 处，

0( ) 0F z = . 由上式，得平衡位置为 

                      
2

0 0 0 0
0 2 2 2 4

0 0

( 2 )

4π

mg F mg B r I L
z

k B r





+ +
= − = − .                 (8) 

由(7)式可知，圆环的运动为在其平衡位置附近的简谐振动，振动角频率为 

                      
2

0 02π B rk

m mL


 = = ，                                (9) 

圆环在 t 时刻的 z 坐标的一般形式为 

                      
0 0( ) cos( )z t z A t = + + ,                           (10) 

其中振幅 A和初始相位
0 由初始条件 

                    
0

d
( 0) 0, ( 0) 0

d
z

t

z
z t t

t =

= = = = =v                        (11) 

决定. 由(10)、(11)式得 

                    
0 0 0cos 0, sin 0z A A  + = =  

因此， 

                    
0 0, 0A z = − = .                                   (12) 

于是， 
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0 0

0

2 2

0 0 0 0 0

2 2 2 4

0 0

( ) cos( )

     [cos( ) 1]

( 2 ) 2π
     cos 1 .

4π

z t z z t

z t

mg B r I L B r
t

B r mL





 



= −

= − −

  +
= −  

  

            (13) 

2. 把(13)式代入(4)式，得 t 时刻圆环中电流的表达式 

                     

2

0 0

0 02

0 0

2

0 0

02 2

0 0 0 0

2π
( ) cos 1

2π

2π
     cos .

2π 2π

B rmg
I t I t I

B r mL

B rmg mg
I t

B r B rmL







 

   
= + − +   

   

  
= + −  

  

         (14) 

 

评分标准：本题 20 分.  

    第 1 问 18 分， 

(1)式 2 分，(2)至(4)式各 1 分， 

(5)式 2 分，(6)、(7)、(8)式各 1 分， 

(9)、(10)式各 2 分，(11)式 1 分， 

(12)式 2 分，(13)式 1 分. 

第 2 问 2 分， 

(14)式 2 分. 

 

六、（15 分） 一厚度为 t的薄金属盘悬吊在温度为300.0K 的空气中，其上表面受太阳直射，温度

为360.0K ，下表面的温度为340.0K . 空气的温度保持不变，单位时间内金属盘每个表面散失到空气中

的能量与此表面和空气的温度差以及此表面的面积成正比，忽略金属盘侧面的能量损失. 若金属盘的厚

度变为原来的 2 倍，求金属盘上、下表面的温度. 
 

参考解答: 设金属盘上、下表面的温度分别为Tt、Tb，空气的温度为T0 . 根据题意，金属盘上、下表面

单位时间内向空气散失的能量分别为 

 cA Tt -T0( ), cA Tb -T0( ) , (1) 

其中 c为常量，A为金属盘表面的面积. 设上表面单位时间内吸收的太阳光的能量为
aP . 根据能量守恒有 

 ( ) ( )0 0a t bP cA T T cA T T= − + − . (2) 

因此， 

 0
0

2
2a a

t b

P cAT P
T T T

cA cA

+
+ = = + . (3) 

可见金属盘上、下表面温度的和为常量. 由题给数据，有 

 360.0K 340.0K 700.0 Kt bT T+ = + = . (4) 

当金属盘的厚度为 t时，根据热传导定律，单位时间内从金属盘的上表面传导到下表面的热量为 

 Pc = kA
Tt - Tb

t
, (5) 

其中 k为热传导系数. 从金属盘的上表面传导到下表面的热量通过下表面散失到空气中，故 

 kA
Tt - Tb

t
= cA Tb - T0( ). (6) 

当金属盘的厚度为 2t 时，设其上、下表面的温度分别为 ¢Tt 、 ¢Tb ，同理有 

 kA
¢Tt - ¢Tb

2t
= cA ¢Tb - T0( ). (7) 

用(6)式去除(7)式，并利用(4)式以及 

 700.0 Kt bT T + = , (8) 

有 

 
( )

0

0

700.0K 2

2 700.0K 2

b b

b b

T T T

T T T

 − −
=

 − −
. (9) 



 9 

由上式，得 

 
( )0 0

0

700.0K 4
333.3 K

1400 0K 2 2

b b

b

b

T T T T
T

T T

+ −
 = 

− −.
. (10) 

由(8)式，有 

 700 K 366.7 Kt bT T = −  . (11) 

 

评分标准：本题 15 分.  

(1)、(2)式各 2 分，(3)、(4)式各 1 分， 

(5)、(6)式各 2 分，(7)至(11)式各 1 分.  

 

七、（15 分）亚毫米细丝直径的双光束干涉测量装置如图(a)所示，其中M1、M2、M3为全反射镜，

相机为 CCD (电荷耦合装置)相机. 来自钒酸铱自倍频激光器的激光束被分束器分成两束，一束经全反镜

M1反射后从上侧入射到细丝上；另一束经全反镜M3和M2相继反射后从下侧入射到细丝上. 图(b)给出

了两条反射光线产生干涉的光路，其中q1、q2分别为上、下两侧的入射角， D为细丝轴线到观察屏(即

相机感光片)的距离，P为两条反射线在观察屏上的交点. 已建立这样的直角坐标系：坐标原点O位于细

丝的轴线上，x轴(未画出)沿细丝轴线、 指向纸面内， y轴与入射到细丝上的光线平行( y轴的正向向上)，

z轴指向观察屏并与其垂直. 已知光波长为 ，屏上干涉条纹的间距为 a . 由于 D 远大于细丝直径和观察

屏的尺寸，可假设投射到屏上的只有非常接近平行于 z轴的细光束.  

  

 
          图(a)                                          图(b) 

 

1. 由于细丝到观察屏的距离远大于观察屏的尺寸，因而上、下两侧的入射光只有 45入射角附近的细光

束经细丝反射到屏上，上、下两侧的反射光束分别形成两个虚像. 试求这两个虚像的位置. (注：当 x ～

0 时，sin x ～x，cos x ～1) 

2. 求细丝的直径 d .   

 

参考解答： 

1. 考虑上侧以 45角入射到细丝外表面的细光束 AP ，它被经细丝外表面反射后成方向平行于 z 轴正向

的反射光 PB，其反向延长线与 y 轴交于Q 点，如图所示. 由几何

关系可知，光线 PB离 xz 平面的距离为 

        
2

4
OQ d y+= + =                  (1) 

考虑上侧以 45  +  （  很小）角入射到细丝外表面的细

光束 A P+ +
，它被经细丝外表面反射后的反射光 P B+ +

，其反向延长

线与 y 轴交于 E 点，如图所示. 由反射定律可知 

2 (45 )A P B + + + =  +            (2) 

因而，反射光 P B+ +
与 z 轴的夹角为 

               2                       (3) 

考虑 EOP+ ，由几何关系可知 

45EP O EOP+ + =  +  =   

于是 
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                         OE P E+=                                          (4) 

由于 / 2OP d+ = ，所以 

cos(45 )
4

d
OE =  +                                 

利用 

                cos(45 ) cos45 cos sin45 sin  +  =   −    

和 

， ，当  

可得 

                
2

cos(45 ) (1 )
2

  +  = −   

所以 

                
2 2

(1 )
4(1 ) 4

d d
OE 


=  + 

− 
                                (5) 

因而由(1)、(5)式得 

                 
2

4

d
QE OE OQ = − =                                     (6) 

进而，设 EB+
交QB 于 F （设其 z 坐标为 z+），则在直角三角形 EQF 中有 

                 
( )

2 2

tan 2 4 2 8

QE
z QF d d



 
+


= = = =

 
                      (7) 

   因此，上侧入射角在p 4 附近的入射光线虚像的位置为 

               
2 2

,
4 8

y d z d+ += = .                                   (8) 

利用对称性可见，下侧入射角在p 4 附近的入射光线虚像的位置为 

2 2
,

4 8
y d z d− −= − = .                               (9) 

[另解二： 

(前解答中由开始到“夹角为 2Dq ”全部保留).  

2
, ,

2
PP r PQ OQ r+ =  = =                                                  (4) 

进而，由于 PP+
与QB 的夹角为 45，可得 

2 2

2 2
Q P r r + + = +  .    

反向延长 P+B+交 y轴于 E , 在直角三角形 EQ P+ +
中 

( )

( )

tan 2

2
1 2

2

2 ,

Q E Q P

r

r



 



+ + +=  

 +   

 

                                                    (5) 

考虑到
2

2
QQ r + =  ，所以精确到   

2Q E Q Q+ +=                                                        (6) 

由 有 

1 2 2

2 4 8
z QF P Q r d+ + + = = = .                                      (7) 

F是 PB、 P+B+两条反射光线反向延长线的交点，即为虚像. 

对于Dq < 0的情形，得到虚像位置不变. 由对称性可知，下侧虚像位置与上侧虚像以 z  
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轴为对称. 

 上虚像：
2 2

,
4 8

y d z d+ += + = ,                                           (8) 

 下虚像：
2 2

,
4 8

y d z d− −= − = .                                           (9) 

] 

 

2. 本问题可视为由上、下两侧的反射光束分别形成的虚光源所发出的光线之间的干涉，相当于双縫位置

分别在
2 2

,
4 8

y d z d+ += = 和
2 2

,
4 8

y d z d− −= − = 的双缝干涉 . 双缝屏与观察屏之间的距离为

2

8

d
D D−  ，双缝间距为

2

2
d . 故条纹间距 

( )
2

2 / 2

D D
a

dd


= =                                    (10) 

由此得，细丝的直径 d 为 

a

D
d

2
=                                                 (11) 

 

评分标准：本题 15 分.  

    第 1 问 10 分， 

(1)、(2)式各 1 分，(3)式 2 分，(4)至(9)式各 1 分.  

第 2 问 5 分， 

(10)式 3 分，(11)式 2 分. 

 

八、（15 分） 相对于站立在地面的李同学，张同学以相对论速率 v向右运动，王同学以同样的速率 v向

左运动. 当张同学和王同学相遇时，三位同学各自把自己时钟的读数调整到零. 当张同学和王同学之间的距离

为 L 时(在地面参考系中观察)，张同学拍一下手. 已知张同学和王同学之间的相对速率为 

                         2

2

1
r

c


=

+
v , 

其中
c

 =
v
， c为真空中的光速.   

1. 求张同学拍手时其随身携带的时钟的读数.  

2. 从王同学自身静止的参考系看，在张同学拍手这一事件发生的时刻，王同学也拍一下手. 从张同学自

身静止的参考系看，在王同学拍手这一事件发生的时刻，张同学第二次拍一下手. 从王同学自身静止

的参考系看，在张同学第二次拍手这一事件发生的时刻，王同学第二次拍一下手. 照此继续下去. 求

当张同学第 n次拍手时地面参考系中张、王同学之间的距离.  

3. 从李同学自身静止的参考系看，张同学和王同学依次拍手的时刻为多少？并指出这些时刻的顺序.  

  

参考解答： 

1. 在地面参考系S中，从张同学和王同学相遇，到他们之间的距离为 L 时，时间间隔为 

                 
2

L
t =

v
.                                                (1) 

在张同学自身静止的参考系S中，张同学开始两次读其随身携带的时钟的两个事件发生在同一地点，因

此张同学拍手时其随身携带的时钟的读数T 为固有时间或原时. 利用时间的相对论效应得 

                 
2

2 2

2
1 1 1

2

L
T t t

c
 =  − =  − = −

v

v
.                      (2) 

2. 在参考系S中，张同学第一次拍手这一事件 1 发生的时刻和位置分别是 1t T = 和 1 0x = . 已设张、王同

学分别位于各自参考系中直角坐标系的坐标原点，两参考系中直角坐标系的原点在 ¢t = ¢¢t = 0时重合、 ¢x



 12 

和 x轴重合且同向. 而在王同学自身静止的参考系S中，张同学的时钟慢了. 利用时间的相对论效应，

在参考系S中事件 1 发生的时刻 1t（此即王同学随身携带的时钟的读数）为 

                   1 1t t T  = = ,                                           (3) 

式中 

                   

 

g =
1

1- vr

2 c2
=

1+ b 2

1- b 2 ,                                 (4) 

推导中已应用了张同学相对于王同学做匀速直线运动的速率 rv 的表达式. 注意：在参考系S中事件 1 发

生的位置并不在王同学自身所在处或原点，而在 2 0x  .  

依题意，王同学在时刻 

2 1t t T = =                                             (5) 

拍手，这一事件在参考系S中发生的时刻和位置分别是 2 1t t = 和原点 2 0x = ，是和事件 1 不同的另一事

件，记为事件 2. 而在张同学自身静止的参考系S中，王同学的时钟慢了. 利用时间的相对论效应，在参

考系S中事件 2 发生的时刻 2t为 

                   
2

2 2 ( )t t T T    = = = ,                                   (6) 

依题意，张同学在时刻 

                        
  
¢t
3
= ¢t

2
= g 2T                                           (7) 

第二次拍手(事件 3)，
  
¢t
3
即为其随身携带的时钟的读数.  

照此继续下去. 当张同学第 n次拍手时，第 2n -1个事件在参考系S中发生的时刻
  
¢t
2n-1

（或张同学随

身携带的时钟的读数）为  

                   
  
¢t
2n-1

= g 2(n-1)T .                                         (8) 

由于在张同学每次观察到的时间间隔T 内，张、王同学之间在地面参考系中的距离增加 L . 于是，张同

学第 n次拍手时，张、王同学之间在地面参考系中的距离为 

                   dn = g 2(n-1)L =
1+ b 2

1- b 2

æ

èç
ö

ø÷

2 n-1( )

L .                             (9) 

3. 利用时间的相对论效应，从李同学自身静止的参考系看，张同学和王同学依次拍手的时刻为 

( )
1/2

2
1/2

2

1 12
1 1

2

L
t t T

c


−
− 

= − = − = 
 

v

v
，                                  (10) 

1/2 1/2
2 2 2

2 22 2 2

1
1 1 ( )

2 1 2

L L
t t T

c c


 



− −

    +
= − = − = =   

−   

v v

v v
，                    (11) 

1/2 1/2 2
2 2 2

2 2

3 32 2 2

1
1 1 ( )

2 1 2

L L
t t T

c c


 



− −

     +
= − = − = =     

−     

v v

v v
，                (12) 

 
1/2 1/2 2( 1)

2 2 2
2( 1) 2( 1)

2 1 2 12 2 2

1
1 1 ( )

2 1 2

n

n n

n n

L L
t t T

c c


 



− − −

− −

− −

     +
= − = − = =     

−     

v v

v v
.     (13) 

由(10)至(13)式可直接看出 

                       
1 2 3 2 1nt t t t −                                       (14) 

 

评分标准：本题 15 分.  

    第 1 问 3 分， 

(1)式 1 分，(2)式 2 分.  

第 2 问 8 分， 

(3)至(6)式各 1 分，(8)、(9)式各 2 分. 

第 3 问 4 分， 

(10)、(11)、(13)、(14)式各 1 分. 


