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                                  考生须知 

1、 考生考试前务必认真阅读本须知。 

2、 本次考试时间为 3 个小时。 

3、 本试卷从本页开始，共 8 张（16 页），含八道大题，总分为 140 分。试

卷的每一页下面标出了该页的页码和试卷的总页数，请认真核对每一页的页码

和总页数是否正确，每一页中是否有印刷不清楚的地方，发现问题请及时与监

考老师联系。 

4、 每道试题后面留有空白，请在每题后面的空白处写相应题目的解答。 

5、 填空题的答案必须填在题中给定的横线上方的空格内。 

6、 计算题的解答应写出必要的文字说明、方程式和重要的演算步骤, 只写

出最后结果的不能得分. 有数值计算的, 答案中必须明确写出数值和单位。 

7、 试卷的密封线内和背面不允许答题。 

8、 考生可以用发的草稿纸打草稿，但需要阅卷老师评阅的内容一定要写到

本试卷相应题目后面的空白处；阅卷老师只评阅试卷上的内容，写在草稿纸上

的解答一律无效。 

--------------------------------------------以下为试题------------------------------------------ 

一、（15 分） 

如图所示，竖直的光滑墙面上

有 A 和 B两个钉子，二者处于

同一水平高度，间距为 l . 有一

原长为 l 、劲度系数为 k 的轻橡皮筋，一端由A 钉固

定，另一端系有一质量为 /(4 )m kl g= 的小球，其中 g

为重力加速度. 钉子和小球都可视为质点，小球和任

何物体碰撞都是完全非弹性碰撞而且不发生粘连. 现

将小球水平向右拉伸到与 A 钉距离为 2l 的C 点，B

钉恰好处于橡皮筋下面并始终与之光滑接触. 初始时

刻小球获得大小为 0 2gl=v 、方向竖直向下的速度，试确定此后小球沿竖直方向的

速度为零的时刻. 
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二、（20 分） 

如图所示，三个质量均为m 的小球固定

于由刚性轻质杆构成的丁字形架的三个

顶点 A 、 B 和 C 处 . AD BC⊥ ，且

AD BD CD a= = = ，小球可视为质点，整个杆球体系置于水平桌

面上，三个小球和桌面接触，轻质杆架悬空. 桌面和三小球之间

的静摩擦和滑动摩擦因数均为 ，在AD杆上距A点 / 4a 和3 / 4a

两处分别施加一垂直于此杆的推力，且两推力大小相等、方向相

反. 

1.试论证在上述推力作用下，杆球体系处于由静止转变为运动的临界状态时，三球

所受桌面的摩擦力都达到最大静摩擦力； 

2.如果在AD杆上有一转轴，随推力由零逐渐增加，整个装置将从静止开始绕该转

轴转动. 问转轴在AD杆上什么位置时，推动该体系所需的推力最小，并求出该推力的

大小. 
 

 

得分 阅卷 复核 
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三、（20 分） 

不光滑水平地面上有一质量为 m 的

刚性柱体，两者之间的摩擦因数记为

 . 柱体正视图如图所示，其下部为

一高度为 h 的矩形，上部为一半径为 R 的半圆形. 柱体上表

面静置一质量同为m 的均匀柔软的链条，链条两端距地面的

高度均为 / 2h ，链条和柱体表面始终光滑接触. 初始时，链

条受到微小扰动而沿柱体右侧面下滑. 试求在链条开始下滑

直至其右端接触地面之前的过程中，当题中所给参数满足什

么关系时， 

1. 柱体能在地面上滑动； 

2. 柱体能向一侧倾倒； 

3. 在上述两条件满足的情形下，柱体滑动先于倾倒发生. 

 

得分 阅卷 复核 
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四、（20 分） 

如图所示，在一光

滑水平圆桌面上

有两个质量、电荷

都均匀分布的介质球，两球半径均为 a ，

A 球质量为m ，所带电荷量为Q，B 球质

量为 4m ，所带电荷量为 4Q− . 在初始时

刻，两球球心距为 4a ，各有一定的初速度，

以使得两球在以后的运动过程中不发生碰撞，且都不会从圆桌面掉落. 现要求在此前提

下尽量减小桌面面积，试求 

1. 两球初速度的方向和大小； 

2. 圆桌面的最小半径. 

假设两球在运动过程中，其所带电荷量始终保持均匀分布；桌面也不发生极化效应.

已知两个均匀带电球之间的静电相互作用力，等于电荷集中在球心的两个点电荷之间的

相互作用力；静电力常量为 ek . 

得分 阅卷 复核 
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五、（20 分） 

如图所示，一半

径为 R 的轻质绝

缘塑料薄圆盘水

平放置，可绕过圆盘中心的竖直固定轴无

摩擦地自由转动. 一半径为 a 的轻质小圆

线圈( a R )固定在盘面上，圆线圈与圆

盘共轴. 在盘边缘处等间隔地固定 4 个质

量均为m 的带正电的金属小球，每个小球

所带电荷量均为 q . 此装置处在一磁感应

强度大小为
0B 、方向竖直向上的均匀强磁

场中. 初始时圆盘静止，圆线圈中通有恒

定电流 I ，方向沿顺时针方向（从上往下

看）. 若切断圆线圈中的电流，则圆盘将

发生转动. 求薄圆盘转动后，圆盘在水平

方向对每个金属小球的作用力的大小.  

假设金属小球可视为质点，不计小圆线圈的自感和带电金属小球因运动所产生的磁

场. 已知固定在圆盘面上的半径为 a、通有电流 I 的圆线圈在圆盘平面内、距线圈圆心的

距离为 r 处( r a )产生的磁场的磁感应强度的大小为
2

m 3

2 a I
B k

r


= ，式中 mk 为已知

常量，当线圈中的电流沿顺时针方向时，磁场方向垂直于圆盘平面且竖直

向上 . 静电力常量为 ek . 

 

得分 阅卷 复核 
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六、（15 分） 

如图，一水平放置的

刚性密闭气缸，缸壁

是绝热的，活塞把气

缸内空间分为两个体积相同的密闭室 A 和 B. 

活塞由一层热容量很小（略去其影响）、导热

良好的材料（与气缸壁有摩擦）和一薄层绝热

材料（与气缸壁没有摩擦）压制而成，绝热层

在 A 室一侧. 初始时，A 室和 B 室充有绝对温

度均为 0T 的同种多原子分子理想气体，A 室气

体压强是 B 室气体压强的 4 倍. 现释放活塞，活塞由于其导热部分与汽缸壁之间存在摩

擦而运动缓慢，最后停止在平衡位置（此时活塞与缸壁间无静摩擦）. 

已知气缸中的气体具有如下特性：在温度高于某个临界温度 0( )dT T 时，部分多原

子气体分子将发生分解，一个多原子分子可以分解为另外两个相同的多原子分子. 被分

解的气体摩尔数与发生分解前气体总摩尔数之比  满足关系 ( )dT T = − ，其中
1

02.00T −= . 分解过程是可逆的，分解 1 摩尔分子所需能量 /10CT = ，1 摩尔气体的内

能与绝对温度T 的关系为 u CT= ( C 是与气体的种类无关的常量). 已知当压强为 P 、体

积为V 的这种气体绝热缓慢膨胀时， PV  =常量，其中 4/3 = . 

1. 对于具有上述特性的某种气体，若实验测得在上述过程结束时没有任何分子发生

了分解，求这种分子发生分解的临界温度 dT 的可能值； 

2. 对于具有上述特性的另一种气体，若实验测得在上述过程结束时有 10.0% = 的分

子分解了，求这种分子发生分解的临界温度 dT . 

 

得分 阅卷 复核 
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七、（15 分） 

如图一所示的光学系统是由平行光管、载物台和望远镜组成. 已

知望远镜物镜 oL 的焦距为 16.00cm. 在 oL 的焦平面 P 处，放置

带十字叉丝线的分划板和亮十字物，如图二所示. 在载物台上放

置双面平行的平面镜M ，通过望远镜的目镜 eL 观察时，能同时清楚地看到分划板上的

十字叉丝线和十字物经过 oL 折射、M 反射、再经 oL 折射后在分划板上所成的十字像，

十字像位于A 点，与上十字叉丝线的距离为 5.2mm. 绕载物台转轴（沿竖直方向）转动

载物台，使平面镜转180，此时十字像位于B点，与上十字叉丝线的距离为 18.8mm. 根

据以上情况和数据可计算出，此时望远镜光轴与水平面的夹角为      rad ；据此结果，

调节望远镜，使其光轴与载物台的转轴垂直.  

平行光管是由十字缝S和凸透镜L组成. 去掉光学系统中的平面镜M ，并用钠光灯

照亮S . 沿水平方向移动S，当S到平行光管中的透镜L距离为 8.25cm 时，通过望远镜

目镜能清楚地看到十字缝的像成在分划板中心十字叉丝线上，由此可以推知，L的焦距

等于      cm.   

将载物台平面调至与载物台的转轴垂直，在载物台上放置长、宽、高均为 3.00cm、

折射率为 1.52 的分束棱镜 abcd （分束棱镜是由两块直角三棱镜密接而成，接触面既能

透光又能反光）和待测凹球面镜，其顶点O 到L的距离为 15.00cm，并保证分束棱镜的 ab

面与图三中的XX轴垂直、凹球面镜的光轴与图三中的XX轴重合；再将望远镜绕载物

台的转轴转90，如图三所示. 向右移动S，当S移动的距离为 3.75cm 时，通过望远镜

目镜刚好能看清楚十字缝S 的像成在分划板中心十字叉丝线上. 试求凹球面镜的曲率半

径.  

 

 

 

 

得分 阅卷 复核 
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八、（15 分） 

在处理微观物理问题时，经常接触到诸如电子质量 em 、质子电

荷量 e及普朗克常量 h 等基本物理常量. 在国际单位制中，这些

物理常量的数值都很小，给相关的数值计算带来不便. 为了方便

起见，在微观物理领域引入所谓“原子单位制”，规定电子质量为质量单位，（ / 2h = ）

为角动量单位，质子电荷量的
ek 倍为电荷量单位，其中常数 ek 和国际单位制中的静电

力常量取值相同. 按如上定义规定了质量、电荷量和角动量的基本单位后，在“原子单位

制”中其它物理量的单位可用相关物理公式导出. 如果在“原子单位制”下，长度、时间和

能量的单位用符号 auL 、 auT 和 auE 表示，试从玻尔氢原子模型推出三者分别与米、秒和

焦耳的换算关系. 结果用 ek 、 em 、 e和 等常量表示.  

得分 阅卷 复核 
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一、 

参考解答： 

以 B 钉为坐标原点建坐标系Oxy ，如图 1 所示. 小

球在被释放后受到本身重力和橡皮筋的弹力两个

力的作用. 设小球相对于原点O （即B钉）的位置

由位矢 r 表示，则弹力可表示为 

k= −F r                      (1)      

小球的运动方程在Oxy 坐标系下分解为 

xma kx= −                    (2) 

yma ky mg= − −               (3) 

定义 y 方向新坐标 /y y mg k = + ，（3）式可改写为 

yma ky= −                   (4) 

由（2）和（4）式知小球在水平和竖直方向都做简谐振动. 其振动方程可表示为 

x x( )= cos( )x t A t +                                      (5) 

y yy ( )= cos( )t A t  +                                     (6) 

利用参考圆可得到小球速度的表达式 

x ( ) sin( )x xt A t  = − +v                                 (7) 

y ( ) sin( )y yt A t  = − +v                                 (8) 

将如下初始条件 

(0)x l=                                              (9) 

(0)
4

mg l
y

k
 = =                                       (10) 

x (0) 0=v                                            (11) 

y (0)
2

gl
= −v                                        (12) 

代入（5）至（8）式，可解得振幅 xA 和 yA 及位相 x 和 y . 再利用 / 2 /k m g l = = ，上

述振动方程和速度表达式可用已知量表示为： 

( )= cos 2
g

x t l t
l

 
 
 

                                    (13) 

2
y ( )= cos 2

4 4

g
t l t

l

 
 + 

 
                             (14) 

x ( )= 2 sin 2
g

t gl t
l

 
−  

 
v                               (15) 

y ( )= sin 2
2 4

gl g
t t

l

 
− + 

 
v                            (16) 

由（16）式可求出小球速度沿 y 方向分量第一次为零的时刻，即 y 0( ) 0t =v ，其中 

0

3

8

l
t

g


=                                          (17) 

此后，如果小球沿 y 方向的振动没有中断，当小球沿 y 方向的振动到达最大振幅处时，（16）

式右端便等于零. 然而，按（16）式右端等于零所求出的其它时刻并不是满足题意的解；因

为在按（16）式右端等于零求出的稍后时刻之前，小球将和B钉发生碰撞，碰撞时刻为 

c

3

4

l
t

g


=                                         (18) 

此时，按（13）和（14）两式可知 

  

A 
  O   

y   

m 

  

x 
  

图 1 

 

0v  



 

c c

3
( ) cos cos 02

2

g
x t l lt

l

   
= = =  

  
                                    (19) 

c c

2 2
( ) cos cos 022

4 4 444

mg lg
y t l lt

kl




   
= − = − =−+   

  
               (20) 

     

这恰好是B钉的位置. 这样，小球将在
ct t= 时和B钉发生完全非弹性碰撞，碰撞后小

球速度为零；由于碰撞过程时间极短，
ct 时刻就是小球速度沿 y 方向分量第二次为零的时刻。 

碰撞后小球并不和B钉粘连，所以小球将沿 y 方向做一维的简谐振动，由（4）式可知此振

动周期为 

2
2

4

l
T

g





= =                                     (21) 

每经过半个振动周期T ，都会出现速度为零的情况（此时自然有 y 0=v ）. 这样，除（17）

和（18）式确定的前两个特定时刻之外，每当 

n c

3
( ) , 1,2,

2 2 2

T l
t t n n n

g


= + = + =                   (22) 

时，小球速度都为零，因而其沿 y 方向的速度分量也为零. 

 

  

 



 

二、 
 

参考解答： 

1. 将固连于杆的A、B和C 三端的小球分别称为A、B和C 球.由于杆的质量可忽略，

则三小球所受桌面支持力的大小都等于其重力. 这一结论可通过如下方法证明：以B球为

例，将B球连同一小段杆隔离出来作为研究对象，分析其在竖直方向的受力情况，它受小球

重力和桌面支持力，这两个力的作用线过小球和桌面接触点并垂直于桌面，如果这两个力大

小不相等，则在该研究对象的杆截面处必存在非零的竖直方向力，才能满足在竖直方向力的

平衡方程. 然而，如果存在这样的力，则相对于小球球心，该研究对象的力矩不为零，这违

反研究对象的力矩平衡条件，因此，桌面支持力必等于小球重力. 根据如上分析，三小球所

受最大静摩擦力的大小都为 

maxf mg=                                       (1) 

体系由静止向运动转变的临界状态可能存在两种不同的情况，第一种情况是两个小球所

受摩擦力的大小已达到
maxf ，而第三个小球尚未达到

maxf .这种临界状态对应着体系将绕第

三个小球转动. 第二种情况为三小球所受摩擦力的大小都已达到 maxf ，这种临界状态意味

着体系将发生平移或绕三小球以外的某点转动，也可以是平动和转动的合成运动，总之，这

是一种对应着三小球都将开始运动的临界状态. 

可以论证所谓的第一种临界状态是不合理的.换言之，这种临界状态是不可能发生的.

为证明这种观点，可设B和C 球所受摩擦力已达到 maxf ，而A 球摩擦力尚未达到该值，在

此基础上如果再稍增加推力，一种可能是B和C 球仍保持静止，但是A 球的摩擦力值随之

增加直到 maxf ，但这就转变成第二种临界状态了.另一种情况是A球摩擦力虽未达到 maxf ，

但也不再增加，而B和C 球已开始运动，此时A球必为体系的转动中心，B和C 球处于绕

之转动的临界状态. 由于在该临界状态系统仍静止，所以在水平桌面内其所受外力的矢量和

为零，用矢量形式表示为 

            A B C 0+ + =f f f     

上式左边的三个力分别为 A 、 B 和 C 球所受的静摩擦力. B 和 C 球的摩擦力大小为

B C maxf f f= = ，其方向垂直于两小球到A球的连线. 将（1）式正交分解，可求得A球所受

的摩擦力大小为 

A max max2f f f=                                     (2) 

该值已超过最大静摩擦力 maxf ,这意味着A球不可能处于静止状态，所以这种临界状态不可

能出现. 同理可知，体系分别绕B或C 球开始转动的临界状态也不可能出现，因为这样的

状态对应的B或C 球的摩擦力为 

B/C max max2 2f f f= +                                (3) 

可见该值也超过了最大静摩擦力. 终上所述，在体系由静到动的临界状态三小球所受摩擦力

都达到最大摩擦力 maxf . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

D 

 

 
 

 

fC 

fB 

fA 
F 

F 

G 

C 

B 

A 



 

 

2. 用G 表示转轴在AD杆上的位置，用 F 表示推力的大小，在体系绕转轴刚好开始转

动的临界状态，桌面对A、B和C 三球的最大静摩擦力（大小均为 mg ）的方向分别和连

线GA, GB和GC 垂直，如图所示. 并且它们对G 点的总力矩刚好和外力矩相平衡. 设G 点

与D点的距离为 xa ，则力矩平衡方程为 

2 2 2(2 )
2

Fa
mg x a a a xa + + − =                          (4) 

此式可进一步整理为 
2

23 2 1 4 1 0
2 2

F F
x x

mg mg 

   
− − + − − =   

   
                (5) 

这个方程有实根的条件是 
2 2

1 12 3 1
2 2

F F

mg mg 

   
−  − −   

   
                        (6) 

上式简化为 

2( 3 1)F mg +                                     (7) 

这意味着只有 F 满足如上条件时，才能在 AD 杆上找到一个转轴位置而使体系运动起来. 换

言之,  

2( 3 1)F mg= +                                     (8) 

是推动该体系转动的最小推力，将上式代入（5）式，可求出 

3

3
x =                                             (9) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

三、 

参考解答： 

1. 以柱体中轴线与开始时刻链条端点所在水平线的相交

点为原点，建立坐标系Oxy ，如图所示. 链条可视为质点组. 设

在链条运动的某时刻，其右侧端点相对其开始时位置已下降了

一定的距离 y ，而链条左侧端点则相应上升了同样的距离.首

先分析此时链条的受力情况. 除受自身重力外，链条还受到柱

体半圆形表面的支持力. 在柱体上部半圆形表面上的任意点，

该支持力必沿半径向外方向, 用
iN 表示。链条受到的支持力

是方向随其作用点而变化的力系，简称支持力系. 

链条质心的运动由它所受到的重力和支持力系决定. 为

建立链条质心运动方程，先分析链条质心位置
c c( , )x y 随其右侧

端点 y 坐标的变化规律. 由如图所示的几何关系，可求得链条

质心的坐标为 

c c0

2R
x y x

L
= +                  (1) 

2

c c0

y
y y

L
= +                   (2) 

其中
c0 c0( , )x y 是链条质心在开始时刻的位置， ( )L h R= + 表示链条的总长度. 利用速度的定

义，可从（1）和（2）式求得质心的速度为 

cx

2R

L
=v v                                          (3) 

2 2

cy

( ) 2 2y y y y y y

L t L t L

+  − 
=  =

 
v v                      (4) 

其中 v代表链条右端点速度（以向下为正向），其大小可由链条运动的机械能守恒关系求得. 

在链条下滑过程中只有重力做功，所以机械能守恒 

21
( )

2

m
y gy

L
= mv                                     (5) 

由此可知 

2g
y

L
=v                                          (6) 

式中已同时考虑了 v的方向. 

由加速度的定义，从（6）式可求出链条右侧端点的加速度 

g
a y

L
=
2

                                          (7) 

【（7）式也可从链条满足的运动方程 ( ) ( )2 g L ay − = 求出，其中 /m L = . 】 

类似地，由加速度的定义，从（3）和（4）式出发，并利用（6）和（7）式，可求得链

条质心运动的加速度 

cx 2

4Rg
a y

L
=                                        (8) 

2

cy 2

8g
a y

L
=                                         (9) 

根据牛顿第二定律写出链条质心运动方程，可得到如下关系 

ix cx

i

N ma=                                       (10) 

iy cy

i

mg N ma+ =                                   (11) 

R 

h/2 h/2 

A 

O 

i−N  

x  

B

B 

y

y



 

式中， ix

i

N 和 iy

i

N 分别为链条所受柱体的支持力系沿 x 和 y 方向的矢量和.  

根据牛顿第三定律，柱体受到链条的压力力系沿 x 和 y 方向的矢量和分别为 

x ix

i

F N= −                                        (12) 

和 

y iy

i

F N= −                                        (13) 

柱体受到自身重力、地面支持力
0N 、地面摩擦力 f 和链条的压力力系的作用，如果柱体尚

未滑动和倾倒，则由力的平衡条件知 

0xf F+ =                                         (14) 

0 0yN F mg+ + =                                    (15) 

柱体发生滑动的临界条件为 

0Nf =                                         (16) 

将（8）至（15）式代入上式，可求得柱体在地面上刚好发生滑动时坐标 y 所满足的方程为 

2 22
4 0

R
y y L


+ − =                                 (17) 

其解应在 (0, / 2]h 区间内，即 

2

24 1 1

0
4 2

h

R hR
y

 



 
+ −+ 

 
 = 滑                    (18) 

由此可知 

(2 )

h

h R


 


+
                                     (19) 

这是在链条下滑过程中，在链条右端接触地面之前，柱体能在地面上滑动的条件. 

2. 另一方面，由（8）、（10）和（12）式可知，链条在下滑过程中作用于柱体的水平方

向的压力
xF 方向向左，所以柱体可能向左倾倒. 倾倒的临界条件为地面支持力的作用点移至

柱体左下角的A 点，同时其它力相对于该点的力矩之和刚好为零. 链条对柱体的压力力系对

A 点的力矩的值（沿顺时针方向为正）可写为 

N x ix iy y iy ix[( )( ) ( )( )]
i

Q R N Q R N = + − − + −                (20) 

上式中
xQ R= 和 yQ h= − 分别代表由A 指向半圆圆心 B 的位矢的 x 和 y 分量，

ixR 和 iyR 分别

代表由 B 指向半圆上点 i 的半径矢量
iR 的 x 和 y 分量. 由于柱体在其半圆形表面上点 i 受到

的压力
i−N 沿半径方向，所以有 

ix ix

iy iy

( )

( )

R N

R N

−
=

−
                                        (21) 

因此（20）式可化简为 

N y xRF hF = +                                       (22) 

在柱体刚好能倾倒的临界状态下，相对于柱体A 点的力矩平衡条件为 

0N mgR + =                                        (23) 

由（8）至（11）式可算得力矩 N ，再利用（9）、（11）、（13）和（15）式，上式成为 

2

2 2

8 4
1 0

y mgRy
mgR h mgR

L L

 
− − + = 

 
                    (24) 

此即 
2 24 2 0y hy L+ − =                                   (25) 

这是柱体刚好能倾倒时坐标 y 所满足的方程，其解应在 (0, / 2]h 区间内，即 



 

2

4 1 11

0
4 2

R

hh
y h


 

+ −+ 
 

 = 倾
                      (26) 

由此可知 

2 1
R h



−
                                         (27) 

这是在链条下滑过程中，在链条右端接触地面之前，柱体能向一侧倾倒的条件. 

3. 为使柱体滑动先于倾倒发生，应有 

y y滑 倾                                            (28) 

将（18）和（25）式中 y滑和 y倾 的表达式代入上式得 

2

2 2 24 4
RR

h L h L


 
−  + − + 

 
                       (29)

                        

两边同乘以 ( )
2 2 2 24 4/ L h LR  + + + 得 

2

2 2 24 4
R R RR

h h hL h L
  

       − + −  + + +               

显然 

2

2 2 24 4
RR

hL h L


     +  + + +          

此结果可进一步化简为 

R

h
                                                (30) 

这就是在链条开始下滑直至其右端接触地面之前的过程中，柱体若既能在地面上滑动，也能

向一侧倾倒，使柱体滑动先于倾倒的条件.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

四、 

 

参考解答： 

解法一： 

按照“两球不发生碰撞且都不会从桌面掉落的前提下尽量减小圆桌面面积”这个要求，可

以推断出两球的质心应该保持不动. 在初始时刻，质心在两球球心的连线上，与 A 球球心和

B 球球心的距离分别是 

                          
4

4 16 / 5
4

m
a a

m m
=

+
                            (1) 

                          4 4 / 5
4

m
a a

m m
=

+
                             (2) 

在此后的任何时刻，如果两个球心之间的距离为 l ，那么 A 球球心到质心的距离是4 / 5l ，

B 球球心到质心的距离是 / 5l . 

按题意，两球之间的相互作用力是库仑吸引力，即 
2

e 2

AB

4Q
f k

r

−
=  

在质心系中，若用 ACr̂ 和 BCr̂ 分别表示质心到 A 球心和 B 球心方向的单位矢量，A 球和 B 球

的运动方程分别为 

                  

2

A e AC
2

AC

4
ˆ

5
( )
4

Q
m k

r

−
=a r                               (3) 

                

2

B e BC2

BC

4
ˆ4

(5 )

Q
m k

r

−
=a r

                              

(4) 

(3)和(4)式表明 A 球和 B 球都在质心系中做椭圆运动. 

为了使两球的运动轨道覆盖尽量小的面积，球心距的初始值4a应该是它的最大值；最

小距离只能是两球的半径之和2a . 所以，初始时，A 球和 B 球分别处在其椭圆轨道的远日

点，距质心的距离分别为16 / 5a 和4 / 5a ；A 球和 B 球处在其椭圆轨道的近日点时，距质

心的距离分别为8 / 5a 和2 / 5a . 

A 球椭圆轨道的半长轴和半短轴分别是 

                             a

1 16 8 12
( )

2 5 5 5
r a a a= + =                            (5) 

 

         
b

16 8 8 2

5 5 5
r a a a=  =

                          

 (6) 

B 球椭圆轨道的半长轴和半短轴分别是 

                             a

1 2 4 3
' ( )

2 5 5 5
r a a a= + =                             (7) 

 

         
b

2 4 2 2
'

5 5 5
r a a a=  =

                          

 (8) 

所以 A 球的椭圆轨道大于 B 球的椭圆轨道. 

由于两球的质心不动，在任何时刻 A 球速度与 B 球速度应满足 

A B4=v v  

但方向相反. 在初始时刻两球相距最远，所以它们的初始速度的方向一定要和两球球心的连

线垂直. 在质心系中，设 B 球的初始速度为 B0v ，那么 A 球的初始速度就是 

A0 B04=v v  

当两球相距 2a 时，B 球和 A 球的速度分别为 B1v 和 A1 B14=v v ，它们的方向也和那时两球球



 

心的连线相垂直. 按角动量守恒，在这两个时刻两球相对于质心的总角动量必相等，所以 

B0 B0 B1 B1

16 4 8 2
(4 ) 4 (4 ) 4 ,

5 5 5 5

a a a a
m m m m+ = +v v v v            (9) 

由此解得 

1 02 .B B=v v                                (10) 

按能量守恒，在这两个时刻两球总能量（动能加势能）必相等，所以 
2 2

2 2 2 2e e

0 0 1 1

4 41 1 1 1
(4 ) (4 ) (4 ) (4 ) ,

2 2 4 2 2 2
B B B B

k Q k Q
m m m m

a a
+ − = + −v v v v       (11) 

将(10)式代入(11)式中即可解出 

2 2

e e

B0 A0, 4 .
30 30

k Q k Q

ma ma
= =v v                     (12) 

由前分析知，最小的圆桌面范围由 A 球的运动划定，在质心系中，它的运动轨道是以

质心为力心、长半轴为12 / 5a 、短半轴为8 2 / 5a 的椭圆，所以两球都不会从桌面掉落的

圆桌面的最小半径 minR 为 

min

12
.

5
R a=                                         (13) 

 

 

 

解法二： 

按题意，两球之间的相互作用力是库仑吸引力，即 
2

e 2

AB

4Q
f k

r

−
=   

用 ABr̂ 表示 B 球心到 A 球心方向的单位矢量，A 球和 B 球的运动方程是 
2

A e AB2

AB

4
ˆ ,

Q
m k

r

−
=a r                                   (1) 

2

B e AB2

AB

4
ˆ4 ,

Q
m k

r
=a r                                   (2) 

所以 
2

A B e AB2

AB

4 4
ˆ( ) .

5

m Q
k

r

−
− =a a r                            (3) 

这表明，两球的相对运动类似于天体在万有引力作用下的运动，它们不发生碰撞、且不无限

远离的一般情形是相对做椭圆运动. 若以 A 球心为原点建立平动参考系，则B球作椭圆运

动. 

按照“两球不发生碰撞且都不会从桌面掉落的前提下尽量减小圆桌面面积”这个要求，可

以推断出两球的质心应该保持不动. 为了使两球的运动轨道覆盖尽量小的面积，两球球心距

离的初始值4a应该是它的最大值，最小距离只能是两球的半径之和2a . 在初始时刻两球相

距最远，所以它们的初始速度的方向一定要和两球球心的连线相垂直. 

设初始时刻A和B球相对桌面的速度分别为 A0v 和 B0v ，则B球相对于A球的初速度为

B0 A0−v v v= ，初始时刻体系的能量为 
22

e41 4

2 5 4

k Qm
E

a
= −

v
                                     (4) 

由天体运动知识可知 B 球距离 A 球的最近和最远距离之和满足 
2

e

min max

4k Q
r r

E
+ = −                                       (5) 

又因为初始时刻两球球心距离的初始值4a为两球最远距离情况，即 max 4r a= .利用(5)式得 



 

2
2

e

min

1 4 1 1
4 [ ]

2 5 4 4

m
k Q

a a r
= −

+

v
                           (6) 

当 min 2r a= 时两球刚好相切，对应着两球发生碰撞的临界情况.可求得 B 球相对于A球的初

速度为 

2

e5

6

k Q

ma
=v                                        (7) 

 由于两球的质心必须相对于桌面静止，所以有 

B0 A04 0=v v-                                     (8) 

再利用关系 B0 A0−v v v= 可求得两球相对于桌面的速度大小为 

2

e

A0 B04 4
30

k Q

ma
= =v v                               (9) 

两速度都垂直于初始时刻的球心距，且两者方向相反.  

初始时刻，质心在两球球心的连线上，与 A 球心和 B 球心的距离分别是 

                          
4 16

4
4 5

m
a a

m m
=

+
                               (10) 

                              
4

4
4 5

m
a a

m m
=

+
                               (11) 

如果两个球心之间的距离为 l ，那么 A 球球心到质心的距离是4 / 5l ，B 球球心到质心的距

离是 / 5l . 结合(1)和(2)式可知在质心系，A 球和 B 球绕质心的运动轨迹也是椭圆，初始时，

A 球和 B 球分别处在其椭圆轨道的远日点，距质心的距离分别为16 / 5a 和4 / 5a ；A 球和 B

球处在其椭圆轨道的近日点时，距质心的距离分别为8 / 5a 和2 / 5a . 

A 球椭圆轨道的半长轴和半短轴分别是 

                             a

1 16 8 12
( )

2 5 5 5
r a a a= + =                           (12) 

 

         
b

16 8 8 2

5 5 5
r a a a=  =

                         

 (13) 

B 球椭圆轨道的半长轴和半短轴分别是 

                             a

1 2 4 3
' ( )

2 5 5 5
r a a a= + =                            (14) 

 

         
b

4 2 2
' 2

5 5
r a a a=  =

                         

 (15) 

 

所以 B 球的椭圆轨道在桌面上包含在 A 球绕质心的椭圆轨道之内. 最小的圆桌面范围

由 A 球的运动划定. A 球的运动轨道是以质心为力心、长半轴为12 / 5a 、短半轴为8 2 / 5a

的椭圆，所以圆桌面的最小半径为 minR 为 

  
min

12
.

5
R a=                                       (16) 

 

 

 

 

 



 

五、 

参考解答:  

在切断圆线圈中的电流时，变化的磁场将产生涡旋电场.由对称性可知，在圆盘边缘处

渦旋电场场强的大小处处相等. 渦旋电场对单位正电荷的作用力在单位正电荷沿圆盘边缘

运动一周过程中所作的功，就是与圆盘边缘重合的闭合回路中的感应电动势. 若以 表示感

应电动势， CE 表示圆盘边缘处渦旋电场场强的大小，则有 

                          C2 RE =                                     (1) 

根据法拉第电磁感应定律，感应电动势的大小为 

                          
t





=


                                    (2) 

式中  是在切断圆线圈电流过程中通过圆盘平面磁通量的改变量， t 为经历的时间. 由

磁感应线的闭合性知道，圆线圈磁场对圆盘的磁通量的大小等于通过圆盘以外的圆盘所在平

面的磁通量，但符号相反. 为了求出圆线圈磁场对圆盘以外的圆盘所在平面的磁通量，先考

察该磁场对半径为
ir 与

i 1r+
之间的圆环的磁通量

i ，此磁通量可用
ir 处的磁感应强度

2

m 3

i

2 a I
B k

r


= 与圆环面积 ( )i i 1 i2 r r r + − 的乘积来表示，即 

                            ( )
2

i m i i 1 i3

i

2
2

a I
k r r r

r


  += −  

                              ( )2 2

m i 1 i2

i

1
4 k a I r r

r
 +

 
= − 

 
 

                              
2 2 i 1 i

m

i 1 i

4
r r

k a I
r r

 +

+

−
  

                              
2 2

i 1 i

1 1
4 ma k I

r r


+

 
= − − 

 
 

圆线圈磁场对圆盘以外的圆盘所在平面的磁通量 

                              
2 2

i m

i 1 i

1 1
4 a k I

r r
  

+

 
= = − − 

 
   

注意到 1r R= ， r = 有 

2 2

ma k I

R





=                                   (3) 

由于电流切断后，磁场消失，故通过圆盘的磁通量的变化量的大小 

2 2

m4 a k I

R


 =                                (4) 

由 (1)、 (2)、 (4)各式得  

2

m
C 2

2 a k I
E

R t


=


                       (5) 

由楞次定律可知渦旋电场沿顺时针方向 .  

涡旋电场作用于第 i 个金属小球的力矩为 

2

m
i c

2k a q I
L qE R

R t


= =


                  (6) 

方向垂直于圆盘面竖直向下. 渦旋电场作用于 4 个金属小球的合力矩 



 

2

m

i

8k a q I
L L

R t


= =


  

在圆线圈电流消失过程中， t 时间内涡旋电场作用于 4 个金属小球的合力矩的冲量为 

2

m8k a q
L t I

R


 =                       (7) 

根据角动量定理，小球将获得角动量. 若金属小球绕固定转轴转动的角速度为  ，

有  
2

2m8
4

k a q
I mR

R


=                     (8) 

由(8)式得 

 
2

m

3

2k a q
I

mR


 =                        (9) 

由于金属小球固定在圆盘上，故圆盘转动的角速度亦为 ，且沿顺时针方向转动. 

金属小球转动时，受到磁感应强度为 0B 的磁场作用力的大小为 

                      

2 2

m 0

B 0 2

2k a q B
f qB R I

mR


= =                    (10)

 

力的方向沿圆盘半径指向圆心 . 

4 个带电金属小球间存在静电相互作用力，任一小球受到其他 3 个金属小球的静电力

的合力为 

2

e e e e2 2 2

2 (1 2 2)
( )

4 2 4

q q q
f q k k k

R R R

+
= + =              (11) 

此力方向沿圆盘半径由圆心向外 . 

以 f 表示圆盘在水平方向对金属小球的作用力的大小，由牛顿第二定律有 

2

B ef f f m R+ − =                      (12) 

由(9)、(10)、(11)、(12)各式得      

2 22 2 4 2 2
2 m 0m

e5 2 2

24 (1 2 2)

4

k a q Bk a q q
f I k I

mR R mR

 +
= + −        (13) 

 

 

 



 

六、 

参考答案： 

1. 设初始时两室气体的体积均为V ，B 室中气体的摩尔数为 n ，压强为 P . 初始时 A

室气体压强是 4P ，因而 A 室气体的摩尔数为 4n . 把 A、B 室中的气体作为整体，虽然活

塞与气缸壁间存在摩擦，但是摩擦力做功转换成热完全被 B 室中的气体吸收，因而整个气

体与气缸外界无能量交换. 因此 A 室中气体经历了绝热过程；B 室中的气体经历的过程并不

是绝热过程. 活塞释放之后A室中气体的温度降低，根据题知其中的气体分子不会发生分解. 

B 室中的气体吸热，温度可升高，可能超过 T  ，有可能发生分子分解.设 A 室中气体的终

态温度为 AT ，B 室中气体的终态温度 BT . 并且假定活塞运动过程中有部分气体分子分解，B

室终态气体有 n  摩尔分子分解. 按热力学第一定律 

( ) ( )A B B4 [(1 ) ] 2n C T T n C T T n CT n CT n           − + − − + − + = 
 
  （1） 

代入 /10CT = ，上式化为 

A B4 (1 ) .5
10

T T T


 

 
+ + = − 

 
                         （2） 

终态时两室气体的压强必相等，设为 P ，并设终态时 A 和 B 室的体积分别为 AV 和 AV ，那么

状态方程是 

0 0

0

PV
n R

T
= ，   A 4

A

PV
n R

T
= ，   B (1 )

B

PV
n R

T
 = + ，             （3） 

将它们代入（2）式得 

0 0A B4 (1 ) ,5
4 (1 ) 10

PVPV PV

n R n R n R




  

 
+ + = − 

+  
                  （4） 

此即 

A B 0 0( ) ,5
10

P V V PV
 

+ = − 
 

                         （5） 

由于气缸是刚性的，有 

A B ,V V V+ =                                         

所以 

0

1
.5

2 10
P P

 
= − 

 
                                （6） 

下面求 B 室末态的温度 BT . 对 A 室气体有
 

04 ,APV PV 

 =

         

                          （7） 

对 B 室气体有 

0 0(2 ) (1 ) ,A BP V V n RT− = +

   

                         （8）

 
将（7）式代入（8）式，并利用（6）式以及相关的状态方程，得 

3/4

0

85 ( / 10)
2 .

5 ( / 10)2(1 )
BT T





 −  
= −  −+    

                   （9） 

当 0 = 时， 



 

3/4

0 0

5 8
2 1.44 ,

2 5
BT T T

  
= − =  

   
                           （10） 

因此 

01.45 .dT T                                        （11） 

2. 当 10.0% = 时，
 

3/4

0 0

5 0.01 8
2 1.30 ,

2.2 5 0.01
BT T T

 −  
= − =  

−                      

（12） 

而 ( )B dT T = − ，因此 

0 0

0.100
1.30 1.25 .

2.00
d BT T T T





 
= − = − = 

 
                     （13） 
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七、 

参考解答： 

填空部分： 

0.0375，8.25  

 

计算部分： 

求凹球面镜的曲率半径 R . 

如图一所示，十字缝S 向右移动到Q处，经透镜 L 成像于 1Q 处，再经分束棱镜 abcd（相

当于平板玻璃）两次折射一定成像于凹球面镜的焦点F 处，此时经过凹球面镜反射的光才是

平行光，此平行光再经分束棱镜反射进入望远镜，通过望远镜目镜看清楚十字缝的像成在分

划板中心十字叉丝线上. 

 
 

i)求Q点经透镜 L 所成像 1Q 点的位置. 

由透镜物像距公式有 

1 1

1 1 1
+ =


LS S f

                                       

（1） 

其中焦距 8.25cmLf = ，物距 1 (8.25 3.75)cm=4.50cm= −S ，代入上式解得像距 

1 9.90cm = −S
                                       

（2） 

ii) 1Q 处的像再经分束棱镜即相当于厚度为 t 、折射率为n 的平板玻璃两次折射成像，其像点

2Q 的位置一定在凹球面镜的焦点F 处，求物点与像点之间的距离 1Q F .  

如图二所示，从 1Q 点发出的光线 1Q G 两次折射

从 H 点射出，其出射光线的反向延长线HF与光轴的

交点为像点 2Q 的位置，即凹球面镜的焦点 F 处.因为

出射光线HF与入射光线 1Q F 平行，由几何关系有 

1

tan
tan

t r
i

t Q F
=

−
 

式中 i 和 r 是入射角和折射角. i 很小，故有 

tan sini i ,   tan sinr r  

于是有 

1

sin

sin

i t
n

r t Q F
= =

−
 

即 

1

1n
Q F t

n

−
=

                                     
（3） 

将 1.52n = 和 3.00cmt = 代入(3)式得 

1 1.03cmQ F =
                                    

（4） 

O 

O2 O3 F（Q2） 

Q1 

O1 

L 3.00cm 

Q 

15.00cm 

图一 

1S−  

1S

 

4.50cm 



 

iii)凹球面镜的焦距为 

1 1 23.87cm= = − − + =f FO S Q F O O
                  

（5）
 

iv）凹球面镜的曲率半径为 

2 47.74cmR f= =
                                 

（6） 

 

 

 



 

八、  

 

参考解答： 

电子绕原子核做匀速圆周运动，设在某一允许的圆周轨道上，电子的能量为 
2

e e

1

2

e
E m k

r
= −v2                                  (1) 

(1)式右端两项分别表示电子在该轨道上的动能和势能，r 为轨道半径. 原子核对该电子的库

仑吸引力充当其圆周运动的向心力，因而有 
2

e e 2

e
m k

r r
=

2v
                                     (2) 

氢原子圆周轨道的量子化条件为 

em r n=v                                      (3) 

其中n取正整数. 

联立(1)、(2) 和(3)式可得 
2 4

e e
n 2 22

m k e
E

n
= −                                    (4) 

其中对电子能量引入了下标n用以表征不同轨道的电子能级. (4)式是在国际单位制中电子

能级的表达式 . 氢原子的基态对应于 1n = . 而在原子单位制中， (4)式右端可取

e e 1m k e n= == = . 所以有 

2 4

e e
au 2

1E  J
m k e 

=  
 

                             (5) 

由(1)和(2)可得 

2

1 e

12

e
E k

r
= −                                     (6) 

将(6)式和(4)式联立并运用于 1n = 情况，可得氢原子基态的轨道半径为 

2

1 2

e e

r
m k e

=                                      (7) 

由上式知，在原子单位制中有 

2

au 1 2

e e

1L  mr
m k e

 
= =  

 
                           (8) 

电子在基态轨道上的运动周期为 

1

1

2 r
T


=
v

                                      (9) 

其中电子在基态轨道上的运动速度为 

1

e 1m r
=v                                      (10) 

由(9)和(10)式可得时间的原子单位为 



 

3

au 2 4

e e

1T  s
m k e

 
=  

 
                                (11) 

 

 

 


